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1. Pravilo izolacije

1.1. RijeSeni primjeri

Zadatak 1. Izracunajte iznos mase m bloka, vertikalnu komponentu reakcije u tocki B i
reakcije Na u tocki A ako je poznat iznos horizontalne reakcije Bx u tocki B. Zadano je:
B=35N, a=30°.
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Da bi rijesili ovaj zadatak potrebno je osloboditi tijelo veza odn. primijeniti pravilo izolacije!
Zato ¢emo prvo nacrtati sliku uklanjajuéi veze tijela s okolinom i pri tome zadrzavajuci
ravnotezu tijela!

1. korak izgleda ovako.

Ovako nacrtano tijelo nije u ravnotezi pa stvarne veze treba nadomjestiti silama reakcije.

2. korak izgleda ovako. 1
o
By B =
X —
< <
) e
=
—
o
>
N
|rng >
3 A ] >
@ .
S |a o x (horizontalno !)
2 3
Z .
N4 sina

U tocki B se nalazi nepomicni oslonac koji prenosi dvije komponete sile reakcije (vidjeti
predavanja). Te dvije komponente su uvijek medusobno okomite! U tekstu zadatka se trazi
odredivanje iznosa horizontalne komponente B, Sto znaci da je njoj pripadajuca vertikalna
komponenta B,.

U tocki A se nalazi pomi¢ni oslonac koji prenosi samo jednu komponentu sile reakcije.
Pravac na kojem lezi sila okomite je na ravninu na koju je polozen oslonac. Ovdje se ta
ravnina nalzi pod kutem a u odnosu na horizontalnu ravninu.

Moramo imati stalno u vidu da je sila vektor, veli¢ina definirana s tri podatka; smjerom
djelovanja (pravcem na kojem leZi), iznosom (duljinom) i orijentacijom (kuda strelica
gleda). Posebno vezano uz orijentaciju komponenti reakcije postavlja se pitanje kako
znati orijentaciju tih komponenti. Nikako ili po osjecaju! Prema tome: orijentacija
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komponenti sila reakcije se pretpostavlja. Znaci da ne bi bilo pogreSno na gornjoj slici
vektore orijentirati i suprotno.

U nastavku ¢emo postaviti analiticke jednadZbe koje nazivamo uvjetima ravnoteZe!

Za naznaceni koordinatni sustav to izgleda ovako, a prije toga sila Nu treba se rastaviti u
komponente odabranog koordinatnog sustava (Podsjetimo: dva su kuta jednaka ako su im
krakovi medusobno okomiti (ovdje sluc¢aj) ili su im krakovi medusobno paralelni:

Y F.=0 N,sina-B =0 (1)

ZF =0 N,-cosa—m-g+B =0 (2)

y

Jos je potrebno postaviti tre¢i uvjet ravnoteze a to je suma momenata oko neke tocke. Tocku
odabiremo proizvoljno, uobicajeno neku to¢ku u kojoj se nalazi oslonac. Odaberimo tocku B.
Moment nastaje tako da se pomnozi iznos sile s najmanjom udaljeno$¢u sile (pravca na kojem
lezi) od tocke B. Krace receno, iznos momenta je umnozak sile i kraka tako da sile i krak
(najmanja udaljenost) moraju biti okomiti! Vektor je takoder moment ¢iji je pravac okomit na
ravninu u kojoj leze sile (sve nase sile leze u jednoj xy ravnini). Kako je vektor orijentiran
odredujemo po pravilu desne ruke, jer djelovanje svake pojedine sile zeli tijelo zarotirati oko
promatrane tocke u smjeru kazaljke na na satu ili suprotno (kao da zavréemo ili odvréemo
vijak).

ZMB:O m-g-a—N,-cosa-2-a+N, -sina-a=0 (3)

Kako odrediti predznake u prethodnom izrazu. Stavite olovku okomito na papir u to¢i B.
Desnom rukom obavijte prstima olovku tako da ispruzeni palac bude paralelan s olovkom.

to neka bude predznak + (plus). Povezimo to sa silama! Ispruzite obavijene prste (olovka
ostaje na mjestu) i ispruzenim prstima ,,pogurajte” silu mg. Dobili bi rotaciju u smjeru
suprotnom od kazaljke na satu. Sila (pravac na kojem leZi-nacrtajte ga! — pogledajte zadatak
2. u nastavku) mg od tocke B udaljena je za a (sila i krak moraju biti okomiti). To ste
napravili tako da se dlanom niste uboli na strelicu vektora-ovo je vazno! Postupite isto sa
komponentom N,4-cosa i ubost ¢ete se na strelicu tog vektora, Taj vektor tijelo Zeli zarotirati u
smjeru kazaljke na satu. To znaci da sada desnu ruku morate okrenuti tako da se ne ubodete
na strelicu. Olovka stalno ostaje isto, a ruku okrenite tako da ispruzeni palac ostaje paralelan s
olovkom ali sada gleda u papir, tako se necete ubosti na strelicu. To je moment predznaka —
(minus). I sada okrenite sami ruku tako da se ne ubodete na strelicu preostale komponente
N4-sina 1 dobit Cete predznak + 8plus) jer vam palac sada gleda prema gore (kao kod sile mg).
Naposljetku rjesenje je sljedece:

Iz (1) dobijemo Na=70N i to uvrstimo u (3) da bi dobili masu m=8,79kg. 1z (2) dobivamo
B,=25,6N.

Sto bi bilo da smo drukéije orijentirali neku od crvenih sila. RjeSenje bi imalo negativni
predznak. To znaci da bi pored tako (krivo) pretpostavljene sile ucrtali sili kao je stvarno
orijentirana i dalje racunali s pozitivnom (apsolutnom) vrijednosti te sile.

Ipak uocimo iz ZFX =0 da odmah mozemo vidjeti da reakcije Bx i N-sina moraju imati

suprotne predznake jer jedino tako mozemo dobiti nulu. Takoder mozemo uociti da sila Ny
mora djelovati ovako kako je ucrtana jer ona pridrzava tijelo da se ne zarotira oko toke B
uslijed djelovanja sile mg.

Zadatak 2. Blok mase m oslanja se na glatku podlogu u tocki A. IzraCunajte iznos mase m
bloka te horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije u tocki B ako je poznat iznos reakcije
Na u tocki A. Zadano je: Na=35N, a=30°.
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Zadatak se rjeSava na isti nacin kao i prethodni, izolacijom tijela.

>
krak
/S mg
a 1/ a P BX
v A
Na By

Razlika u odnosu na prethodni zadatak je u osloncu u tocki A koji nije pomicni nego je glatka
podlogu. Taj oslonac se u neku ruku ponasa sli¢no kao i pomicni jer reaktivna sila je okomita
na podlogu, ali ipak postoji jedna razlika. U ovom slucaju sila ¢e uvijek biti orijentirana kao
na slici (u literaturi mozete pronaéi i drugacije tumacenje, ali radi jednostavnosti kod nas ¢e to
uvijek ovako izgledati).

Postavimo sada uvjete ravnoteze kao i u prethodnom zadatku.

D> F, =0 N, sina-B =0 (1)

ZF =0 N,-cosa—m-g+B =0 (2)

y

Suma momenata oko to¢ke B:
dDMy;=0 m-g-a-N,-cosa-2-a=0 (3)

Prva dva uvjeta ravnoteze su ispala jednaka onima iz prvog zadatka, a vidimo da se suma
momenata razlikuje. ZaSto? Zato jer se oslonac B ne nalazi na istom mjestu. Ovdje je to nesto
jednostavnije 1 nema potrebe raditi sumu momenata preko dvije komponente sile Ny kao u
prethodnom zadatku. Sto je ovdje napravljeno? ProduZen je pravac na kojem lezi sila Ny
(crtkana linija) i na njega je povucena okomica kroz to¢ku B (puna debela linija). To ¢ini
najmanju udaljenost izmedu tocke B i pravca tj. krak sile N4y oko tocke B. To je ujedno
pravokutni trokut pa vrijedi:

krak

2-a
Rjesenja su:
iz (1) Bx=17,5N,
iz (3) m=6,18kg i
iz (2) By=32,0N

CoSax =

Zadatak 3. Okomito na polugu u tocki G djeluje sila F. Duljina poluge iznosi ¢, a udaljenost
tocaka E 1 G je %f . Izracunajte iznose horizontalne i vertikalne reakcije u tocki E te iznos

reakcije u vertikalno postavljenom osloncu u tocki D. Masu poluge zanemarite. Zadano je:
F=75N, B=55°.
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Oslobodimo polugu veza s okolinom kao je ve¢ objasnjeno.

Bez obzira $to se nepomicni oslonac E nalazi pod nepoznatim kutom u njemu mozemo
postaviti horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije. U to¢ki D je pomicni oslonac je
smjer sile definiran okomicom na ravninu u kojoj lezi i prenosi samo jednu komponentu
reakcije.

Uvjeti ravnoteze glase.

Y F.=0 F,—E +F-sinff=0 (1)

DY F,=0 -E +F-cosf=0 (2)

Suma momenata oko tocke B:

dM,=0 F, %-é-sinﬁ—F%-f =0 (3)

Sila F je okomita na polugu pa je jednostavno izracunati njen krak u odnosu na tocku E.
RjeSenja su:

iz (3) Fp=137,3N,

iz (1) Ex=198,8N i
iz (2) Ey=43,0N

Zadatak 4. Sila F djeluje okomito na polugu. IzraCunajte horizontalne i vertikalne
komponente reakcija u tockama A i B. Masu poluge zanemarite! Zadano je: a=32°, F=200N.

Da bi rijesili ovaj zadatak potrebno je osloboditi tijelo veza odn. primijeniti pravilo izolacije!
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U tocki B nalazi se nepomi¢ni oslonac koji é
prenosi dvije medusobno okomite komponente S
. .o . . . . ' . -
sile reakcije (vidjeti predavanja!) ‘é‘:)
B . >
x Fsina | >
—, r

x (horizontalno !)

U tocki A nalazi se pomic¢ni oslonac koji prenosi
samo jednu komponentu sile reakcije i to
okomitu na podlogu (vidjeti predavanja!)

' ravnina podloge
Postavljanje analiti¢kih uvjeta ravnoteze:
Sume sila za odabrane koordinatne osi.

>F,=0: Byx- F-sina=0 (1) 2F,=0: By+ Ay-F-cosa=0  (2)

Suma momenata oko tocke B (tocka se odabire proizvoljno!)

>Mp=0: -F-0,4-a+ Ay-a-cosa=0 3)

Iz (3) slijedi A=943 N
Uvrstavanjem ove vrijednosti u (2) dobiva se B,=753N
Iz (1) slijedi B=106.0 N

Dobivene vrijednosti predstavljaju iznose horizontalnih i vertikalnih komponenti reakcija u
tockama A i B. Orijentacije pojedinih komponenti reakcija se pretpostavljaju. Pravilna
pretpostavka potvrduje se pozitivnim predznakom rjeSenja (ovdje slucaj).

Zadatak 5. Greda mase m, duljine a uleziStena je u tocki A i1 objeSena je na kraju o
horizontalno uze. Izraunajte horizontalnu i1 vertikalnu komponentu reakcije u tocki A te
napetost uzeta ako na njenom kraju djeluje okomita sila F. Zadano je F=40N, m=15kg,

— o
o=30°. e

S
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I #
UZe prenosi jednu x (horizontalno !)
komponentu sile na na¢in da
uze uvijek ostane napeto-
paziti na orijentaciju vektora!
Rjesenje:
2F,=0: -Fut A=0 (1)
2F=0: Ay-m-g- F=0 2
XMa=0: m-g-%-cosochF-a‘cosoc—Fu-a~sin0c)=0 3)
iz (3) F=196.7N
iz (1) A=196,7N
iz (2) A=1872N

Zadatak 6. Dva valjka jednakih masa i dimenzija oslanjaju se medusobno, i na pravokutnu
podlogu. Izracunajte iznose normalnih komponenti reakcija u to¢kama A, B i C. Trenje
zanemarite! Zadano je: a=32°, m=12kg.

Rjesenje:

Valjak 1
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Uvjeti ravnoteze za valjak 1:

>F=0: N- m-g-sina=0 (1) 2F=0: Nc- m-g-cosa=0 (2)

Uvjeti ravnoteze za valjak 2:

>F=0: Na-m-g-sina- N=0 (3) 2F,=0: Np- m-g-cosa=0 4)
Iz (1) N=62.4 N (ova sila predstavlja vezu izmedu ova dva valjka)
iz (2) Nc=99.8 N

iz (3) Na=1248 N

iz (4) Np=99.8 N

Zadatak 7. Posuda kvadratnog dna (axa) po visini je pregradena po pola. S lijeve strane
nalivena je tekucina gustoce p; do visine b. Do koje visine x treba naliti tekuc¢inu gustoce p; s
desne strane ako je u osloncu B izmjeren iznos reakcije od 80N. Zadano je: b=25cm, a=24cm,
p1=850kg/m’, p=998kg/m’, f=50°.

Rjesenje:

Ngcosa

Racunanje sila tezina kapljevina G; 1 G, uz p = % :

2

a
G =m,-g=p, gV, =p 'g'?'b (1)

2

a
G22m2~g=p2-g~V2:p2‘g‘7-X (2)
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Uvjeti ravnoteze:

SM, =0 —Gl-%—Gz-%-a+NB-sina-a:0 3)

Uvrstavanjem izraza (1) i (2) u izraz (3) uz zadani iznos sile Ng=80N visina do koje treba
naliti tekuc¢inu gustoce p; je:

x=0,219m

Zadatak 8., Konzola je posredstvom uzeta optere¢ena masom m. Izracunajte reakcije u tocki
A. Trenje zanemarite! Zadano je: m=6,5kg, h=600mm.

Sl

p=0!

Rjesenje:
Sila u uzetu jednaka je sili

tezine mg jer nema trenja Mg y

izmedu uZzeta i podloge

(valjka), te je time

osigurana napetost uzeta! __—X'
Oslonac u tocki A naziva se
ukljeStenje 1 prenosi dvije Predznak reaktivnog
komponente reaktivne sile momenta My, se
Ay i Ay ireaktivni moment pretpostavlja!
M,!

Uvjeti ravnoteze su:

2F, =0 A -mg=0 (1)
SF, =0 A, =0 )
M, =0 m-g-h-M, =0 (3)

iz (1) A=638N
iz (3) M,=383 N
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1.2 Primjeri za samostalno rjeSavanje

1. Masa m poloZena je na gredu duljine ¢ i zanemarive mase. U poloZaju mase m (poloZaj

P1) na udaljenosti %f od tocke A vertikalna reakcija u tocki B iznosi Fg=57N. Odredite

novi polozaj (polozaj P2) udaljen za x od tocke B da bi se iznos vertikalne reakcije u
tocki A uvecao za jednu tre¢inu pocetnog iznosa. Koliko tada iznosi reakcija u tocki B?
Zadano je: /=1,3m.

P1
m

An
i\

<
¥

x=?
«—————
’g »

Rjesenje: x=1,156 m; Fp'=18,99 N.

2. Blok mase m oslanja se na horizontalno polozen blok iste mase (m) u tocki A.
IzraCunajte horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije u tocki B te iznose reakcija
izmedu podloge i horizontalnog bloka. Trenje zanemarite! Zadano je: m=3,7kg, a=30°.

)

m

A

A

RjeSenje: B,=6,58 N; B,=24,9 N; N,=13,15 N; reakcije izmedu horizontalnog
bloka i podloge; N1=47,7 N; N,=6,58N.

3. Na valjak posredstvom poluge duljine ¢ 1 mase m, ucvrS¢ene u tocki C, djeluje
horizontalna sila F. Odredite iznose horizontalnih i vertikalnih komponenti sila reakcije

u tockama A 1 C! Zadano je: 0=25°, F=120N, i duljina duZina |DE| =0,2/, m=2kg.

Napomena: masu valjaka zanemarite, to¢ka A nalazi se u srediStu valjka.

D F

G

RjeSenje: A,=31,5 N; A,=67,5 N; C,=88,5 N; C,=47,9 N.
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Sila F posredstvom uZeta djeluje na gredu mase m 1 duljine ¢, koja je u tocki B
uklijestena u podlogu. Izracunajte iznose vertikalnih i horizontalnih komponenti sila
reakcije u osloncima A i C, te iznose komponenti sile reakcije i1 reaktivnog momenta u
ukljestenju B! Zadano je: F=120N, m=15kg, a=35°, /=0,7m. Trenje zanemarite!

uze

RjeSenje: A,=3,37 N; A,=10,7 N; B,=15,28 N; B,=136,45 N; Mz=44,01 Nm.

Valjak mase m i1 promjera D ovjeSen je na nepomicni oslonac u tocki B i pridrzava se
Stapom AC duljine ¢/ zanemarive mase €iji je kraj pricvrSéen u srediStu valjka (tocka
C). Odredite horizontalne i vertikalne komponente reaktivnih sila u to¢kama A i1 B.
Napomena: polumjer koji prolazi kroz to¢ku B okomit je na Stap. Zadano je: m=7kg,
h=700mm, ¢=920mm. Napomena: okomica spustena kroz toCku A tangira valjak

(kruznicu).

P s

RjeSenje: A,=33,9 N; A,=39,8 N; B,=33,9 N; B,=28,9 N.

Dva valjka jednakih masa m i promjera D postavljeni su na nepomicne oslonce i
medusobno se dodiruju. Koliko iznosi reakcija u toc¢ki dodira izmedu valjaka te koliko
iznose horizontalne i vertikalne reakcije u nepomi¢nim osloncima. Nepomicni oslonci
nalaze se na istoj visini, a trenje zanemarite. Zadano je: m=5kg, a=55°.

Rjesenje: sila u tocki dodira N=34,3 N; A,= B,=34,3 N; A,=B,=49,1 N.

10
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Greda mase m, duljine a uleziStena je u tocki A i objeSena je na svojem kraju o
horizontalno uZe. Izracunajte horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije u tocki A te
napetost uzeta ako na gredu djeluje vertikalna sila F. Zadano je F=30N, m=20kg,
o=30°.

F
uze

R

R

A
RjeSenje: F,=221,9 N; A= F,=221,9 N; A,=226,2 N.
Greda mase m, duljine a uleziStena je u tocki A 1 objeSena je na svojem kraju o

horizontalno uze. Izracunajte horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije u tocki A te
napetost uzeta ako na gredu okomito djeluje sila F. Zadano je F=30N, m=20kg, a=30°.

uze

s

A

R

RjeSenje: F,=229,9 N; A,=214,9 N; A,=222,2 N.

Sila F, okomita na polugu, djeluje na valjak oslonjen na pravokutnu podlogu.
Izracunajte normalne komponente reakcija u tockama A, B 1 C. Mase poluge, valjka 1
trenje zanemarite! Zadano je: a=42°, F=120N.

RjeSenje: No=200,7 N, Ng=222,9 N, Nc=300,0 N.

11
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Pravilo izolacije

10. Sila F djeluje okomito na polugu koja pritis¢e valjak. Izra¢unajte iznose horizontalnih i
vertikalnih komponenti reakcija u tockama A, B. Trenje i mase zanemarite! Zadano je:
F=100N, a=72°.

Rjesenje: A,=20,6 N, A,=63,4 N, B,=51,5 N, B,=158,5 N.

11. Horizontalnom silom F djeluje se posredstvom poluge na valjak uleziSten u tocki O..
Koliko iznose horizontalne i1 vertikalne komponente sila reakcija u tockama A 1 O?
Trenje i mase poluge i valjka zanemarite. Zadano je: a=42°, F;=120N.

RjeSenje: A,=87,8 N, A,=35,8 N, 0,=32,2 N, O,=35,8 N.

12. Greda mase m, opterecena silom F, oslanja se na vertikalni zid u tocki B. Kolika mora
biti udaljenost x oslonca B od tocke A da se ne bi prekoracio zadani iznos reakcije Fg?
Kolike su tada horizontalne i vertikalne komponente sile reakcije u tocki A? Zadano je:
a=50°, a=700mm, m=12kg, F=200N, Fz=450N.

RjeSenje: x=0,297m, A,=144,7 N, A,=171,5 N.

12



13.

14.

15.

Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Pravilo izolacije

Greda mase m, opterecena silom F, oslanja se na vertikalni zid. Kolika mora biti
udaljenost x hvatista sile F od to¢ke A da iznos reakcije u toc¢ki B ne bi prekoracio
zadani iznos Fg? Kolike su tada horizontalne i vertikalne komponente sile reakcije u
tocki A? Zadano je: a=40°, a=800mm, m=14kg, F=400N, Fg=150N.

RjeSenje: x=0,0876m, A,=107,1 N, A,=443,8 N.

Greda mase m, duljine a uleziStena je u tocki 1 objeSena je na polovini svoje duljine o
horizontalno uze. Izracunajte horizontalnu i vertikalnu komponentu reakcije u tocki A te
napetost uzeta. Zadano je F=30N, m=20kg, a=30°.

S

A

EEaaas
c
N<¢
(¢}

=

RjeSenje: F,=443,8 N, A,=F,= 443,8 N, A,=226,2 N

Posuda kvadratnog dna (axa) po visini je pregradena po pola. S lijeve strane nalivena je
tekucina gustoce p; do visine b. Do koje visine x treba naliti teku¢inu gustoce p, s desne
strane ako je u osloncu B izmjeren iznos reakcije od SON. Zadano je: b=25cm, a=24cm,
p1=850kg/m’, p,=998kg/m".

P1

P2

o~
o I
<

\ 4 \ 4
A B
RN 220 RRanad

Rjesenje: x=0,165 m
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11.

12.

Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Pravilo izolacije

Posuda kvadratnog dna (axa) po visini je pregradena po pola. S lijeve strane nalivena je
kapljevina gusto¢e p; do visine h. Do koje visine x treba naliti teku¢inu gustoce p; s
desne strane da bi posuda bila u ravnotezi u odnosu na nepomicni oslonac na kojem lezi.
Zadano je: p1=850kg/m’, p,=998kg/m’, h=22cm.

P1 | P2

Rjesenje: x=0,187 m
Posuda promjera D, ispunjena do visine b, vodom gustoce p, nalazi se na gredi. Koliko

iznose horizantalna i vertikalna reakcije u tocki A? Masu posude i grede zanemarite!
Zadano je: b=0,2m, p=998kg/m’, D=0,17m, a=30°.

&

i
&
7'y &,
&
< B &
A S

Rjesenje: A,=14,7 N, A,=69,8 N, N3=29,3 N.

Do koje visine x treba napuniti vodom gustoce p, posudu promjera D, koja se nalazi na
gredi, a da bi iznos reakcije u tocki B bio F=100N? Kolika je tada reakcija u tocki A?
Masu posude i grede zanemarite! Zadano je: a=0,3m, p=998kg/m’, D=0,3m.

R

A Rl

B

i
A

><7A

0,677 a

A4

Rjesenje: x=0,241 m, A,=266,8 N
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Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Pravilo izolacije

13. Sila F djeluje okomito na polugu. Izracunajte reakciju u tocki A, te horizontalnu i
vertikalnu komponentu reakcije u tocki B. Trenje 1 masu poluge zanemarite! Zadano je:
F=100N, a=25°.

RjeSenje: No=331,0 N, B,=42,3 N, B,=421,6 N.

14. Sila F djeluje okomito na polugu. IzraCunajte horizontalnu i vertikalnu komponentu
reakcije u tocki B. Trenje i masu poluge zanemarite! Zadano je: F=100N, a=20°.

RjeSenje: B,=67,7 N, B,=1,97 N.

15. IzraCunajte rezultantu sile reakcije u osloncu A. Trenje zanemarite! Zadano je: m=4kg,
B=60°.
i

Rjesenje: R,=75,8 N

16. Celi¢na kugla gustoée p oslanja se na gredu mase m. U tocki A izmjerena je sila
reakcije Fa. Koliki je polumjer r celicne kugle? Trenje zanemarite! Zadano je:
FA=150N, m=3kg, p=50°, p=7800kg/m".

celicna
kugla

RjeSenje: r=80 mm.
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Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Pravilo izolacije

17. Greda mase m nalazi se u stanju ravnoteze. Odredite iznose horizontalnih i vertikalnih
komponenti sila reakcija u to¢kama A i1 B. Trenje zanemarite! Zadano je: m=4,3kg.

RjeSenje: A,=Np=59,7 N, A,=42,2 N.

18. Koliko iznosi masa m grede ako je poznat iznos reakcije No u pomi¢nom osloncu?
Kolika je tada horizontalna i vertikalna komponenta reakcije u nepomi¢nom osloncu?
Zadano je: No=350N.

P

Rjesenje: m=71,4 kg.

19. U uZetu je izmjerena sila Fy. Koliko tada iznosi sila F kojom se djeluje na polugu prema
slici 4. Koliki su tada iznosi horizantalnih i vertikalnih reakcija u tockama A 1 B?
Zadano je: Fy=130N.

S

Rjesenje: F=101,1 N, A,=28,9 N, B,=Fy=130 N.
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Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Pravilo izolacije

20. Uteg mase m odrzava se u stanju ravnoteze silom F. Koliko iznosi masa utega ako je
poznat iznos vertikalne reakcije Bx u toCki B. Koliko iznose ostale horizontalne i
vertikalne komponente reakcija u tockama A i B. Zadano je: Bx=70N, a=30°.

RjeSenje: m=8,24 kg, A,=80,8 N, B,=40,4 N.
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Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Trenje

2. Trenje

2.1 RijeSeni primjeri

Zadatak 1. Valjak mase m; oslanja se na vertikalni zid s jedne strane, a s druge na blok mase
m kojeg ujedno odrZava u stanju ravnoteZe. Odredite iznos mase m, valjka da bi sustav bio u
ravnotezi. Trenje izmedu valjka i zida i valjka i bloka zanemarite! Zadano je: p=0,18,
m=2,2kg, a=50°.

R

RjeSenje: rjeSavanje zadataka iz trenja ni po ¢emu se ne razlikuje od onoga objasSnjenog u
poglavlju o pravilu izolacije tj. oslobadanja tijela veza. Jedina razlika je u tome Sto ¢e se ovdje
pojaviti jedna nova sila, sila trenja, kojoj ¢emo morati znati odrediti orijentaciju, Sto ¢emo
ovdje 1 nauciti.

Oslobodimo tijela veza!

Tijelo 1. Tijelo 2. "

Ny

Y1

v

Tijela su oslobodena veza na isti nacin kao 1 prije. Jeina razlika je u tome §to se izmedu bloka
(tijelo mase m) i1 podloge pored normalne komponente reakcije pojavila jos i1 tangencijalna
komponenta sile uN; koju nazivamo silom trenja. Prema tekstu zadatka medu u ostalim
tockama dodira dvaju tijela kao 1 valjka (tijela 1.) s podlogom nema trenja.

Kako odrediti orijentaciju sile trenja, smjer i iznos smo ve¢ odredili?

Sila trenja Ce se suprotstavljati gibanju tijela koje bi nastupilo u slu¢aju neravnoteze, a
stanje ravnoteze mora se zadrZati.

18



Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Trenje

U ovom zadatku u slucaju neravnoteze blok mase m poceo bi kliziti prema dolje, i ovdje ne
postoji drugi moguci slucaj neravnoteze, Sto je u drugim zadacima moguce.

Krene 1i se blok mase m gibati prema dolje ( a to se ne smije dogoditi) sila trenja ¢e se tome
htjeti suprotstaviti Sto znaci da ¢e vektor sile trenja morat biti orijentiran suprotno tom gibanju
tj. bit ¢e orijentiran prema gore kao S$to je to na slici prikazano.

Sada mozemo pristupiti postavljanju uvjeta ravnoteZze za svako tijelo posebno kako je veé
objasnjeno, ali prije toga treba uociti dva koordinatna sustava.

Kod rjesavanja zadataka na kosini uobicajeno je odabrati koordinatni sustav koji os x ima
paralelnu s nagibom kosine a os y je naravno na nju okomita. tako je za tijelo 2. odabran
koordinatni sustav Oxy. Za tijelo 1. odabran je koordinatni sustav Ox;y; (horizontalno —
vertikalno). To su dva razli¢ita koordinatna sustava pa moraju imati razli¢ito oznacene
koordinatne osi. Odabir koordinatnog sustava Oxy kako je prikazano olakSava nam rjeSavanje
zadatka jer moramo rastaviti na komponente samo jednu silu i to mg.

Postavimo sada uvjete ravnoteze za svako tijelo posebno:

Tijelo 1.
ZFX1=0 N,—N-sina=0 (1

ZFﬂ:O N-cosa—-m,-g=0 (2)

Tijelo 2.
ZFX=O u-N,—m-g-sina=0 3)

ZFyzO N,-cosa—m-g—N,=0 (4)

Iz (3) N»=91,8N, to uvrsteno u (4) daje N=77,98N. Sila N je veza sa drugim tijelom pa
uvrstena u (2) daje traZeni iznos mase m;=5,11kg.

Jednadzba (1) nije iskoriStena, ali ona vrijedi jer mozemo izracunati iznos reakcije N; koji se
ne trazi.

Zasto nisu postavljane sume momenata?

Za tijelo 1. sve sile prolaze kroz srediSte zakrivljenosti pa je samim time njihov krak oko
srediSta nula a smaim time i iznosi pojedinih 1 ukupnog momnta. Zasto? Sila tezine prolazi
kroz tezite tijela koje je ujedno i srediste zakrivljenosti, a sile reakcije leze imaju smjer koji se
poklapa s polumjerima kruga pa prolaze opet kroz drediSte zakrivljenosti. Podsjetimo se,
normala je okomita na tangentu kruznice koja je istovremeno stranica bloka i koja definira u
tocki dodira dvaju tijela ravninu na koju se postavlja normala. Sumu momenata na blok mase
m nije moguce postaviti jer ne znamo dimenzije tijela. Zbog tre€eg uvjeta ravnoteze ona mora
biti zadovoljena.

Zadatak 2. Na valjak polumjera R koji se moze slobodno okretati oko tocke A djeluje
moment M, a istovremeno ga pritiS¢e blok mase m. Odredite udaljenost x da bi sustav bio u
ravnotezi! Zadano je: u=0,18, R=0,4m, M=1,2Nm, m=2,2kg, a=0,3m.

A

TR

19



Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*

Trenje
Oslobodimo tijela veza:

Tijelo 1. Tijelo 2.

B A
N y Bx
uN <
lmg
uN
N

Postavimo uvjete ravnoteze za oba tijela, samo sume momenata oko to¢aka A i B.
Tijelo 1.
dYM,=0 M-pu-N-R=0
Ostale sile prolaze kroz sredisSte kruga pa nemaju momenta oko tocke A.
Druga vazna ¢injenica je da nam ovaj izraz omogucuje odrediti tocnu orijentaciju sile trenja 1
to koristeci ocitu ¢injenicu da moment M mora imati suprotni moment od momenta sile trenja
oko tocke A. To je samo dosljedna primjena pravila desne ruke. PogrijeSimo li ovdje sila
trenja ¢e imati krivu orijentaciju i na tijelu 2. $to ¢e nas dovesti do pogresnog rjesenja.
Iz ove jednadzbe dobivamo vrijednost sile N.
N
N=E-16,67N
R
Tijelo 2.
ZMB:O m-g-a—,u-N~a—N~(2-a—x):0
Sredivanjem izraza i uvrStavanjem vrijednosti sile N dobivamo trazenu udaljenost x.
m .
x=a-| 2+u-""5 |=0,266m
N
I na kraju. Sto sa sumama sila. One moraju biti zadovoljene. Postavite ih pa éete vidjeti, ali iz

njih ¢emo moci izracunati vrijednosti reakcija u nepomi¢nim osloncima, a to se ne trazi u
tekstu zadatka. Zato nisu ni postavljane.

Zadatak 3. Uteg mase m preko uzeta odrzava masu m; u ravnotezi. Kolikom minimalnom
silom F treba povlaciti masu m prema dolje da se ona ne bi pocela podizati?. Zadano je:

m;=4kg, m=1,5kg, u=0,11, f=35°.
Oy

m

lF
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Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Trenje

Pocetak rjeSavanja zadataka s trenjem identican je rjeSavanju prethodnik zadataka. Tijelo prvo
treba osloboditi veza (izolirati!)

Komentar: kao reakcija podloge na tijelo mase m; pojavljuje se normalna komponenta
(okomita na ravninu podlogu) uvijek orijentirana prema tijelu, te tangencijalna komponenta
uN (u smjeru ravnine podloge) koja se naziva sila trenja. Te dvije komponente su medusobno
okomite! Orijentacija vektora sile trenja odreduje se prema smjeru gibanja koje bi nastupilo u
sluc¢aju neravnoteze (to se iSCitava iz teksta zadatka). U ovom zadatku bi se prema tekstu,
masa m pocela gibati prema gore u slu¢aju neravnoteze, $to bi za posljedicu imalo spustanje
mase m; niz kosinu. Stoga je orijentacija vektora sile trenja uN prema gore. Takoder treba
uociti da je sila u oba kraka uzeta jednaka (S) jer izmedu uzeta i nepomi¢nog valjka (podloge)
nema trenja a ovakva orijentacija sile S osigurava napetost uzeta!

Napomena: pri rjeSavanju zadataka iz sile trenja na kosini uobicajeno je odabrati koordinatni
sustav definiran nagibom kosine (kao na slici). Time se pojednostavljuje rjeSavanje u
trigonometrijskom smislu.

Postavljanje analitickih uvjeta ravnoteze za masu m;:

>F=0: S- m;-g-cosp+ n-N=0(1) 2F,=0: N- m;-g-sinf=0 (2)

Iz uvjet ravnoteze za masu m racuna se sila u uzetu S (trenja uZeta o podlogu nema, zadano je
ni1=0):

S-m-g- F=0 3)
Iz (2) slijedi N=m;-g-sinf, a iz (3) slijedi S= m-g+ F §to uvrstavanjem u (1) daje:

F=14.95N

Zadatak 4. Odredite minimalni iznos mase m da je masa m; ne bi povukla za sobom. Zadano
je p=0,15, m;=4kg, a=55°.

m="?

Q
L
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Trenje

Ovaj zadatak se rjesava na slican nacin kao i prethodni. 1z teksta zadatka je vidljivo da bi u
slu¢aju neravnoteze masa m; pocela kliziti niz kosinu, a za sobom bi povla¢ila masu m
obzirom da su te dvije mase povezane u sustav uzetom koje mora biti napeto. Nakon
oslobadanja tijela veza mogu se postaviti uvjeti ravnoteze za obje mase.

YT_, .

Opet je radi lakSeg rjeSavanja korisno odabrati dva koordinatna sustava. Veza izmedu dva
tijela je uze u kojem vlada sila S i to u oba kraka jer nema trenja izmedu uzeta i podloge.

Za masu m ( 1 koordinatni sustav Oxy) vrijedi:
YF =0: —u-N+S=0 (1) YF =0: -m-g+N=0 (2)
Za masu m; ( 1 koordinatni sustav Ox,y;) vrijedi:

XF =0: —S—pu-N,+m,-g-sinaa=0 3)

X1

2F, =0: N,-m,-g-cosa=0 “)

Y1
Iz (4)je N, =m, -g-cosa Sto uvrSteno u (4) daje iznos sile S:

S=28.8N

Iz (2) je N=m-g $to uvrSteno u (1) daje minimalni iznos mase m da bi sustav ostao u
ravnotezi:
m=19,5kg

Zadatak 5. Uteg mase m preko uzeta odrzava masu m; u ravnotezi. Koliki je minimalni iznos
m da bi sustav bio u ravnotezi? Zadano je: u=0,2, m;=4kg, =20°.

AY
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Trenje

Nakon oslobadanja tijela veza moze se za svaku masu postaviti uvjete ravnoteze.

Za masu m postavlja se suma momenata oko tocke A kako bi se iskljucile reakcije koje se
javljaju zbog veze s nepomi¢nim osloncem u toj tocki. Sume sila mogu se postaviti, ali to u
ovom zadatku nije potrebno jer nam za nastavak rjeSavanja nisu potrebni iznosi reakcija u
tocki A. Bez obzira na to, ti uvjeti ravnoteZe moraju biti zadovoljeni.

M, =0: S-2-a-sin[3+m1~g~sinB~%—ml-cosB-%=0 (1)

Za masu m uvjeti ravnoteze su za odabrani koordinatni sustav Oxy:

2F, =0: -S+u-N=0 (2)
2F, =0: -m-g+N=0 3)

Y1
Iz (1) se moze izracunati iznos sile u uzetu S:

S=14.7N

Iz (3) je N=m-g S§to uvrSteno u (2) daje minimalni iznos mase m da bi sustav ostao u
ravnotezi:
m=7.49kg

Zadatak 6. Odredite minimalni iznos m; potrebne da bi se zakoc€io valjak polumjera R na koji
djeluje sila F. Zadano je:F=30N, p=0,11.

A

> ] »

B
041,

0.71

A
A\ 4
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Trenje

Nakon oslobadanja tijela veza moze se za svaku masu postaviti uvjete ravnoteze.

A

Ay N l
Ax — YN y‘[
mg |

l TN uN F By

Kao i u prethodnom zadatku zadatak se moZe rijesiti postavljanjem sume momenata oko
tocaka A i B.

U tocki dodira izmedu mase m; 1 valjka djeluje sila trenja koje je orijentaciju vektora nuzno
tocno odrediti. To je lakSe odrediti ako se prvo postavi suma momenata oko to¢ke B odnosno
za valjak:

XM, =0: F-R-pu-N-R=0 (1)
Ocito je da jedino ovako orijentirana sila trenja moze u sumi momenata dati 0 (nulu).
Ako sila trenja ima ovakvu orijentaciju na valjku onda ta ista sila kad djeluje na masu m;

mora imati suprotnu orijentaciju. Isto vrijedi i za normalnu komponentu.
Suma momenata oko tocke A glasi:

M, =0: —ml-gé—,u-N-O,4-l+N-0,7-Z=0 2)

iz (1) slijedi N =272, 7N S§to uvrSteno u (2) daje minimalni iznos mase m; koji ¢e biti
dovoljan da ne dode do zakretanja valjka pod djelovanjem sile F tj. do njegova proklizavanja:

m;=36.5kg

Zadatak 7. Odredite udaljenost x na kojoj treba ucvrstiti uze da uteg mase m; ne bi pao.
Zadano je: m=2kg, m;=2,2kg, 1=0,4m, n=0,09, a=35°, f=15°.

H1=0

»
»

31/4

<
«

Nakon oslobadanja tijela veza moze se za svaku masu postaviti uvjete ravnoteze.
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Trenje

Za masu m na kosini za koordinatni sustav Oxy vrijedi:

2F =0: S—pu-N-m-g-sina=0 (1)
IF, =0: -m-g-cosa+N=0 (2)

1z (2) je N =m-g $to uvrsteno u (1) daje vrijednost sile u uzetu:

S=12.7N

Suma momenata oko tocke A za blok mase m; mora biti jednaka nuli:

M, =0: —ml-gé+S-sinﬂ-x+S-c0s,B%-l:0 3)

iz Cega je moguce izraCunati udaljenost x na kojoj treba pri¢vrstiti uze da bi zadani sustav bio

u ravnotezi:
x=0,194m
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Trenje

2.2. Primjeri za samostalno rjeSavanje

1.  Blok mase m oslanja se na valjak polumjera R. U tocki A na valjku objeSen je uteg
mase m;. IzraCunajte maksimalni iznos mase m; da bi sustav jo§ bio u ravnotezi!
Zadano je:, m=3,5kg, u=0,14, a=30°. Tocka A nalazi se na tri Cetvrtine polumjera
udaljenosti od tocke B. Tocke A i B leZe na istom vodoravnom pravcu!

RjeSenje: my=0,544 kg.

2. Drvena kugla polumjera r i gustoce @ spojena je uzetom s blokom mase m kojeg gura
horizontalna sila F. Koliko mora biti minimalni iznos sile F da bi sustav jo$ bio u stanju
ravnoteze? Zadano je: p=0,21; r=50mm, m=1,5kg, 0=10° 0=930kg/m’. Uputa: volumen

. . 4
kugle racunajte prema izrazu V = 3 rer.

[—\
S

RjeSenje: 3,01 N.

3. Na obodu valjka polumjera R koji se moZe slobodno okretati oko tocke A uZetom je
pricvrS€en valjak polumjera R i mase m. IzraCunajte minimalni iznos momenta M koji
djeluje na valjak da bi sustav bio u ravnotezi! Zadano je: p=0,18, R=0,4m, m=5,2kg,
a=25°.
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RjeSenje: 5,29 Nm.

Na kruznu plocu polumjera R u tocki B pri¢vrS¢ena (zavarena) je poluga duljine ¢/ na

¢iji je kraj objeSen uteg mase m. Da bi sustav bio u ravnotezi na plocu u toc¢ki D
posredstvom poluge duljine 7, djeluje sila F. Odredite iznos sile F da bi sustav bio u

ravnotezi. Zadano je: m=2kg, o=10°, p=0,23, ¢ =800mm, R=250mm.

1°

1
CD|=—/

3
Napomena: tocke A i B nalaze na istom vertikalnom pravcu, a poluga pri¢vrséena u

tocki B nije tangenta na kruznicu!

F
—>

Rjesenje: F=89,6 N.

Na valjak veceg polumjera R koji se moZe slobodno okretati oko tocke A djeluje
moment M, a istovremeno ga pritis¢e valjak polumjera r nepoznate mase m. Koliko
iznosi masa m manjeg valjka da bi sustav bio u ravnotezi? Zadano je: p=0,18, h=0,48m,
R=0,4m, r=0,15m, M=1,2Nm. Napomena: srediSte manjeg valjka i tocke B nalaze se na
istom horizontalnom pravcu.

//////é///z

RjesSenje: 1,94 kg.

Kolikom maksimalnom silom F se smije povlaciti uze da blok mase m, na koji djeluje
sila Fy, ne bi kliznuo ulijevo. Zadano je: m=3kg, F;=12N, u=0,16, a=50°.

Foop=0

A

m —

(o]

B o b e

Rjesenje: F=21,8 N.
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7.  Masa m pritisce klin mase m;. Ako je poznat iznos normalne reakcije N; izmedu mase
m; i podloge koliko smije maksimalno iznositi masa m da bi sustav jo§ bio u ravnotezi ?
Zadano je: N1=35N, u=0,18, a=25°.

2a

» »

A SN

u
m;
ol 9] Klin

%
.

RjeSenje: 4,86 kg.

8.  Stap duljine 1 oslonjen je o vertikalni glatki zid, a da ne klizne pridrzava se masom m;.
Izmedu podloge 1 Stapa vlada trenje kao i1 izmedu podloge 1 mase m;. Izmedu Stapa 1
mase m; nema trenja. Koliki mora biti minimalni iznos mase m; da bi Stap jos§ bio u
ravnotezi. Zadano je m=2kg, u=0,28, a=35°.

R

m
m; o
n A
RjeSenje: my=3,1 kg.
9.  Odredite minimalni iznos mase m da bi sustav masa bio u ravnotezi (slika 3.). Zadano

je: u=0,28, m;=3,5kg, 1=0,8m, a=30°.

RjeSenje: m=1,21 kg.
10. Uze pricvrs¢eno pod pravim kutem pridrzava Stap duljine 1 koji je istovremeno oslonjen

o podlogu u to¢ki A. Kolika mora biti minimalna masa Stapa m da ne bi bio odgurnut
silom F koja djeluje u tocki A? Zadano je: F=30N, u=0,16, a=55°.
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uze

RjeSenje: m=13,27 kg.

11. Klin mase m; pridrzava se blokom mase m. Odredite maksimalni iznos mase m; da bi
sustav bio u ravnoteZi.? Zadano je:m=5kg, a=30°, u=0,16.

y

i
Rjesenje: my=0,67 kg.
12.  Odredite minimalni iznos koeficijenta trenja p da bi Stap mase m i duljine b oslonjen o

horizontalnu glatku podlogu u toc¢ki B jo§ bio u stanju ravnoteze. Zadano je, F= 20N,
m=5,2kg, a=35°.

RjeSenje: p=0,51.
13.  Valjak mase 2m oslanja se na blok mase m. Kolikom silom F treba pridrzavati blok da

se on ne bi poceo gibati niz kosinu? Trenje izmedu valjka 1 bloka i valjka i podloge
zanemarite! Zadano je: m=4kg, u=0,18, a=20°.
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RjesSenje: F=33,6 N.

Silom F; djeluje se posredstvom poluge mase m na valjak uleZisten u tocki O. Kolikom
silom F;, okomitom na polugu, treba djelovati na polugu da bi se uravnotezila sila F
koja djeluje na obodu valjka? Zadano je: m=2kg, u=0,17, a=40°, F=120N.

Rjesenje: F1=416,0 N.

Uteg mase m objeSen je na blok zanemarive mase koji pritiS¢e blok mase m; na
vertikalni zid. Odredite iznos mase m; da bi zadani sustav bio u stanju ravnoteze.
Zadano je: m=2kg, u=0,17, a=23°.

Rjesenje: my=0,32 kg.

Valjak, uleziSten na pomi¢nom osloncu, optereen momentom M, s jedne se strane
oslanja na vertikalnu podlogu, a s druge strane ga pritiS¢e blok mase m? Kolikim se
momentom M smije djelovati na valjak da bi zadani sustav bio u stanju ravnoteze?
Zadano je: m=3kg, p=0,14, R=0,2m.

M S

SN\

3b

SRIRRRRRRRRER
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Rjesenje: M=0,412 Nm.
Odredite iznos momenta M potrebnog da bi se zakoCio valjak polumjera R na koji

djeluje blok mase m. Zadano je: m=3kg, R=0,1m, u=0,16.

—

] =

A 4

A

RjeSenje: M=3,92 Nm.

Odredite iznos mase m da sustav zadan ostane u stanju ravnoteze. Zadano je: F=25N,

n=0,16, B=25°.

77

SRR

2m
7 “‘
. :i
RjeSenje: m=16,9 kg.

Odredite iznos sile F kojom treba djelovati okomito na polugu mase m; kojom se koci
valjak, da bi sustav zadan bio ravnotezi! Kolike su horizontalne i vertikalne komponente

reakcije u to¢ki A? Zadano je: u=0,14, m=3kg, m;=2,5kg, a=25°.

RjeSenje: F=44,1 N; A,=44,65 N, A,=137,95 N.

Odredite iznos duljine x na kojoj treba ucvrstiti uze da uteg mase m; ne bi pao. Zadano
je: m=2kg, m;=2,2kg, 1=0,4m, n=0,09, a=35°, B=15°.

L, 314

P

RjesSenje: x=0,194 m.
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21. Odredite iznos mase m, da blok mase m; ne padne u desno. Zadano je: m;=3kg, u=0,12,
o=40°.

121

RjeSenje: m=0,746 kg.

22.  Odredite iznos mase m utega da se on ne bi poceo gibati prema gore. Zadano je:
m;=3kg, u=0,11, a=18°.

u 1

@\

A
A 4

s

RjeSenje: m=3,63 kg.
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3. Aksijalno optereéenje Stapova

3.1. RijeSeni primjeri

Zadatak 1. Vertikalni Stap zanemarive mase, duljine a 1 povrSine popre¢nog presjeka A
ucvrséen je u tocki A za podlogu, a u tocki C Stap je posredstvom uZzeta pri¢vrséen za polugu
zanemarive mase. Na drugi kraj poluge objeSen je uteg mase m. Nepomicni oslonac koji drzi
polugu nalazi se na 3/5 duljine poluge od tocke u kojoj je pricvrséen uteg. Kolika mora biti
masa m da bi Stap gornjim krajem dotaknuo nepomicni zid koji se nalazi udaljen za x od vrha
neoptereéenog Stapa? Koliko je naprezanje u Stapu u trenutku kada Stap dotakne zid
(ukljuéujuéi i predznake)? Zadano je: a=700mm, A=90mm?, x=0,15mm, E=85000MPa.

POLU
m
UZE
-
pRpees BRSNS 4
BT %%
o~
=~
3
=
©
C
A v

Na prvi pogled djeluje komplicirano, ali nije. Zadatak ima dva dijela, prvi dio je gradivo koje
smo usvojili u poglavlju oslobadanja tijela veza. To je poluga koja ovdje sluzi kao veza
izmedu utega mase m 1 uzeta koje je pricvrs¢eno za Stap AB te ga na taj naCin optercuje.
Krenimo redom i oslobodimo tijela veza!

Poluga

ZM =0 N-E-E-cosa—m-gé-ﬁ-cosa=0
P 5 5

m=—— (D)
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Ovo je sve gradivo iz prethodnog poglavlja pa ne treba nikakvih posebnih komentara. Da bi
izraCunali masu m moramo nekako do¢i do iznosa sile napetosti uzeta N.
Pogledajmo Sto se dogada sa Stapom tj. oslobodimo i njega veza!

C
A

Ax:() Ay=N

Slika sada ve¢ izgleda puno jednostavnije. Iz onoga Sto smo naucili u prethodnom poglavlju
vidimo, a mozemo lako i1 dokazati, zaSto su iznosi reakcija u tocki A takvi kao su na slici
navedeni. U pravilu neCemo morati postavljati uvjete ravnoteze jer ¢emo se uvijek baviti
situacijom da djeluje samo jedna sila. Napomena: sila N je istog iznosa kao i ona gore
nacrtana na poluzi, ovdje je ona dulje nacrtana zbog preglednosti.

Ono §to je novo i §to sada moramo nauciti je sljedece!

Sila N djeluje (ima hvatiste) u tocki C i to moramo uvijek primijetiti. Nije svejedno gdje ¢e
biti hvatiste sile jer ovdje se bavimo deformabilnim tijelom, a sva tijela (materijali) u prirodi
odn. tehnici su takva. Podsjetimo se da smo u prethodnom poglavlju razmatrali kruta tj.
idealna tijela!

Prema tome Stap ¢e se pod djelovanjem sile N deformirati tj. mijenjat ¢e svoju duljinu, u
konkretnom sluc¢aju produljit ¢e se. Radi se o malim produljenjima, uglavnom oku
nevidljivim §to ¢emo 1 vidjeti iz rezultata.

Stap je aksijalno optereéen $to znaéi da sila N leZi u osi (simetrije) $tapa.

[lustrirajmo ovo sljede¢om slikom!

Stap je horizontalno poloZen, ali obzirom da je masa zanemariva isto ée se dogadati bude li on
bilo u kojem polozaju.

A C B
I

R, _—

\ 4

‘ l

A,=0 B,=0

A\ 4 \ 4

Sila F kao aktivna sila 1 crveno obojane reaktivne sile od koji je samo Ay razli¢ita od nule su
vanjske sile. Te vanjske sile izazivaju optere¢enja na unutarnjem presjeku/presjecima Stapa.
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Do unutarnjeg presjeka ¢emo do¢i tako $to ¢emo si zamisliti da smo na proizvoljnom mjestu
prepili Stap.

A=F < N=F

Presjek iscrtan krivudavom linijom je unutarnji presjek, na njega djeluje unutarnja sila N koja
se javlja kao posljedica djelovanja vanjske sile Ay=F. Kao rezultat pojavit ¢e se u presjeku
normalno naprezanje o.

Ovako optereCen Stap se pod djelovanjem vanjske sile F produljuje (razvlaci) a u njemu
nastupa vla¢no naprezanje pozitivnog predznaka (>0!) jer je za ovu situaciju unutarnja sila N
pozitivna (N>0!). Bude li sila F suprotno orijentirana promijenit ¢e se i orijentacija sile Ax. U
tom slucaju Stap Ce se skratiti (stlaciti) te ¢e u njemu nastupiti tlatno naprezanje negativnog
predznaka (o<0!) jer je za ovu situaciju unutarnja sila N negativna (N<0!).

Deformacija tj. produljenje odn. skradenje pojavit ¢e se izmedu toaka u kojima je
unutranja sila N razli¢ita od nule, a to je uvijek izmedu nepomicnog oslonca i hvatista
uzduZne sile!

Vratimo se sada rjeSenju naSeg zadatka!

Sila N ima hvatiSte u tocki C pa ¢e prema prethodno recenom deformacija Stapa nastupiti
1izmedu nepomic¢nog oslonca u tocki A 1 tocke C u kojoj je hvatiste sile N.

Prema iznosu koji ste dobili na predavanju ta deformacija mora biti x koji je udaljenost
izmedu kraja Stapa i nepomi¢nog zida pa je:

Na

x=Al, = A7E )

Al . je uobicajena oznaka za pomak tocke C izazvan produljenjem Stapa izmedu toCaka A 1
C.

3. . : 3 : : o . s
ra a je udaljenost izmedu to¢aka A 1 C odnosno izmedu nepomi¢nog oslonca i hvatista sile N

u tocki C. Dobivena je kao a —g -a :%-a . Pazite na to!

Iz izraza (2) dobiva se iznos sile

N=3825N

koji uvrsten u izraz (1) daje traZeni iznos mase utega
m=259,9kg.

Naposljetku, izraCunajmo naprezanja u Stapu prema opéem izrazu:

o=—

A

Naprezanje ¢ bit ¢e razli¢ito od nule onda kad je (drukcije receno tamo gdje je)
unutarnja sila razlicita od nule!

Zvuci i je jednostavno ali ipak Cesto nije jasno. Uzimajuéi u obzir tu ¢injenicu naprezanje u
cijelom Stapu nije jednako.
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Izmedu tocaka A i1 C unutarnja sila N>0 pa je naprezanje:

Oy c= % =42,5MPa , pozitivno je jer je N>0.

Izmedu tocaka C i B unutarnja sila N=0! Zasto? Zato jer sila N djeluje u tocki C pa je Stap
izmedu tocke C i B neopterecen pa je:

o 5,=0

Sto se dogada s pomacima todaka koje se nalaze izmedu todaka C i B? Zbog &injenice da je
izmedu te dvije tocke sila N=0 sve tocke pomaknut ¢e se za isti iznos za koji se pomaknula
zadnja toc¢ka u kojoj je N #0 ato je to¢ka C u kojoj je hvatiste sile N.

Evo jo$ jedne ilustracije!

Nacrtajmo dvije tipi¢ne situacije opterecenja.

Prva je ve¢ prethodno nacrtana. Duljinu Stapa oznac¢imo sa /

A C B .
| o
;7/% é

NapisSimo izraz za pomak tocke:

v

Al :A—; gdje x udaljenost proizvoljne tocke na Stapu od tocke u kojoj se nalazi Cvrsti

oslonac u tocki A. Prema tome 0 <x < /.

Za zadanu situaciju sila N=F=konst., a isto tako je umnozak u nazivniku AE=konst. jer je Stap
nepromjenjivog popre¢nog presjeka A 1 od istog je materijala istog modula elasti¢nosti E.
Mozemo prethodni iznos napisati u obliku:

Al=k-x

To je jednadzba pravca tj. afina funkcija. Jednostavnije re¢eno pomak tocke linearno je ovisan
o polozaju tocke.

Predoc¢imo to graficki tj. nacrtajmo dijagram pomaka tocke u ovisnosti o njenom polozaju tj.
koordinati x.

A
Al
N #0 . N=0
< >t—p
A C B X g
AKCZN'xC Al =Al,
A-E

Ovdje je graficki predoceno ono §to je prethodno prokomentirano za pomake tocaka

Evo ilustracije jo$ jedne tipicne situacije, a to je kad je hvatiste sile na kraju Stapa.
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A C B .
| s —_—

s _—

Svi prethodno navedeni izrazi i komentari ostaju isti, jedino $to se promijenilo je polozaj
hvatista sile F koje se sda nalazi na kraju Stapa tj. u tocki B. Prema tome, dijagram ovisnosti
pomaka proizvoljne tocke Stapa o polozaju te tocke tj. koordinati x sada bi izgledao ovako.

A
Al
; N£0': |
A C B X g
N-x N-x
A[CZA-EC AKBzA.;,xB l
AL, # AL

Uocite sami razlike izmedu prikazanih situacija!

Zadatak 2. Stap AC duljine ¢ u neoptere¢enom stanju, povriine poprenog presjeka A i
zanemarive mase pri¢vrs¢en je u srediStu valjka mase m 1 promjera D. Koliko iznosi
naprezanje ¢ u Stapu? Kolika je deformacija Stapa €? Uz sva rjeSenja navedite i predznake!
Zadano je: m=15kg, h=400mm, ¢/ =650mm, A=20mm?*, E=210000MPa. Napomena: tocke A i

B nalaze se na istom vertikalnom pravcu.
B

Stap AC pridrzava valjak da ne padne i vla¢no je optereéen. Oslobodimo tijla veza da bismo
izracunali iznos sile u Stapu!

[z pravokutnog trokuta izracunat ¢emo kut o:
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sina=% = a=37,97°

ZMB=0 N-g-sina—m-g-gzo

Odavde je N=239,N.

Sila N kako je nacrtana je sila koja zadrzava valjak u ravnotezi i opterecuje ga vlacno. Evo
opterecenog Stapa ako nije jasno zasto je to tako. Oslobadamo cijeli Stap veza i sa srediStem
valjka i s nepomi¢nim osloncem u tocki Al

e
N
N

VALJA
Izracunajmo sada traZene veliCine.
Naprezanje je
o :%:11,95MPa .

Naprezanje je pozitivno je $to se vidi iz komentara u prethodnom zadatku.
Deformaciju € racunamo iz izraza (Hookeov zakon).

o=E-¢
Odavde je £=5,69-107.

Deformacija je takoder pozitivna jer se Stap produljuje. Deformacija se pojavljuje tamo gdje
je N#0.
Iz definicijskog izraza za deformaciju mozemo izracunati produljenje Stapa.
Al
E=—
1

paje Al =0,03699mm

Zadatak 3. U Stapu AB duljine na koji u tocki A djeluje sila F izmjereno je naprezanje G.
Koliko iznose pomaci to¢aka A 1 C? Koliki bi bili pomaci istih tocaka ako bi se sila F
pomaknula u to¢ku C Zadano je: E=210000MPa, a=299mm, c=-57Mpa.

F ’ C B
a/3

&

7
a

<
K

Iz slike je vidljivo da sila F djeluje na cijeloj duljini Stapa AB a kao posljedica njenog
djelovanja u tocki B pojavljuje se reaktivna sila koja je po iznosu i pravcu djelovanja jednaka,
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a po orijentaciji suprotna sili F §to je lako dokazati primjenom znanja stecenih u poglavlju
,»Oslobadanje tijela veza.* Graficki predoceno to izgleda ovako:

—Fa PR
U ovom tipu zadataka u pravilu ne moramo racunati iznos reaktivne sile iako prethodnu
¢injenicu treba uvijek imati na umu. Aktivna sila F i reaktivna sila u tocki B su vanjske sile
koje uzrokuju pojavu unutarnje sile N=-F i naprezanja <0 zato jer obje sile djeluju tako da
stlacuju Stap od. Zele ga skratiti (u tom slucaju predznak unutarnje sile N je negativan).
Pomak bilo koje tocke racunat ¢emo uvijek u odnosu na ¢vrstu tocku (nepomicni oslonac ili
ukljestenje kao u ovom primjeru). Pomake tocaka A i C izraCunat ¢emo prema izrazima:
2

N-—-a
N-a Al = 3

TAE “""AE

U gornjem izrazu nepoznanice su unutarnja sila N 1 povrS§ina poprec¢nog presjeka A koje
medusobno podijeljene daju naprezanje tj.:

Al

o=—

A
Sto supstitucijom u gornje izraze daje vrijednosti pomaka tocaka A 1 C:

Al ,=-0,0816mm ; Al.=-0,0541mm .

Predznak pomaka je negativan jer je 6<0 zbog N<O §to znaci da je nastupilo skracenje Stapa
odn. tocke A i C su se priblizile tocki B.
Pomakne li se sila F u to¢ku C Stap izmedu to¢aka A 1 C sada postaje neopterecen tj. unutarnja
sila izmedu tocaka A i C postaje jednaka nuli (Na.c=0) dok se izmedu tocaka C i B nista ne
mijenja jer je unutarnja sila F izmedu tih to€aka i dalje jednaka sili F (N¢g=-F). To ima za
posljedicu da su sada pomaci to¢aka A i C jednaki jer ¢e se sve tocke koje se nalaze lijevo od
tocke C pomaknuti za isti iznos koliko se pomakne i tocka C obzirom na ¢injenicu da je na
tom dijelu unutarnja sila jednaka nuli. Prema tome, iznos pomaka je.

N2

Al =—3 = Al =-0,0541mm .
A-E

Zadatak 4. Stap AB u optereéenom stanju (silom F) ima duljinu a, a deformacija iznosi &.
Koliki je pomak tocke C? Do kojeg iznosa se smije povecati sila F da se u Stapu ne bi
prekoracilo dopusSteno naprezanje uz ostale uvjete nepromijenjene? Zadano je: €=-0,0003;
F=4500N, E=210000MPa, cpop=-95MPa, a=399,20mm.

Fa ¢ B

4a/3

i

4
A

Iz zadane vrijednosti deformacije € mozemo izracunati duljinu neoptereéenog Stapa a': Zadana
je duljina a opterecenog tj. deformiranog Stapa!

Aa a'-a

§=— =-0,0003 =  a'=—"—=399,32mm,

a a' l-¢
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skracenje Stapa iznosi Aa=a'-a =-0,12mm.
Skracenje Stapa nastupilo je zbog djelovanja vanjske sile F 1 moZe se izraziti kao:

_N-a'

Aa =
A-FE

Komentar: skracenje Stapa ima negativnu vrijednost jer je N =—F .
Iz ovog izraza mozemo izraCunati povrSinu A ¢ija nam je vrijednost potrebna za racunanje
pomaka tocke C:

_N-a' -F-a'

= = =71,3mm’

Aa-E  Aa-FE

Pomak tocke C je :
N- 2 a'
Al =—3 — =—0,08mm
A-E

Iznos sile F' izracunat ¢emo iz uvjeta dopustenog naprezanjauz N = F':

N \
G=;SGDOP = F'=0,,,-A=6T73,5N

Sila se smije povecati do tog iznosa da bi jos bio zadovoljen uvjet dopustenog naprezanja.

Zadatak 5. Stap AB, okruglog popreénog presjeka polumjera r i duljine a, optereéen je silom
F u tocki C. Koliki je pomak tocke C ako je poznat pomak Alp tocke D? Koliki bi bili pomaci

tocaka C 1 B ako bi se sila F premjestila u tocku D? Zadano je: Alp=0,0011mm, r=20mm,
E=210000MPa, a=800mm.

A D C B
e} » |

T e T

a/ 4a/3#

>
l
d »
al

Komentar: sila djeluje u tocki C, a kao posljedica toga u nepomi¢nom osloncu pojavit ¢e se
reaktivna sila kako je prikazano sljede¢om slikom:

L F A 13 ? B f

Iako nam ova slika nije nuZzno potrebna za rjeSavanje zadatka, kao $to je ve¢ receno u 1.
zadatku, ipak na njoj mozemo uociti neke vazne Cinjenice, a to je da ¢e se pomaci tocaka
dogadati u odnosu na ¢vrstu to¢ku (nepomicni oslonac u tocki A) i to¢ku C u kojoj se nalazi
hvatiSte sile F. Takoder, naprezanje izmedu tocaka A i C razliCito je od nule jer tu postoji
unutarnja sila N (o4.c>0<> N=F) dok je izmedu tocaka C i B naprezanje jednak nuli jer je
unutarnja sila jednaka nuli (6c.=0 <> N=0).

Pomak tocke D je:
F.2 Fo

Ay =—2 = 2 —0,0011mm uz A=r* -7
A-E 4-r-m
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Iz ovog izraza mozemo izracunati sili F:
Al 47 7-E
a

F =

=1451,4N

Dalje mozemo izraCunati pomak to¢ke C, uvijek paze¢i da uzmemo udaljenost tocke ¢iji
pomak racunamo od nepomicne tocke (tocka A):

Fla
Al =—3—=0,00293mm
ro-mw-

U nastavku zadatka treba silu F premjestiti u tocku D kako slijedi:

A D ¢c B
—LA—T[——=5
F
Pomaci to¢aka B i C jednaki su pomaku to¢ke D jer je sada unutarnja sila u svim presjecima

desno od tocke D jednaka nuli pa je:

F.2

AL, =Al,=Al, =A—g=0,0011mm

Zadatak 6. Stap duljine ¢ i promjera d ugraden je izmedu dva zida medusobno udaljena za a.
Koliko iznosi pocetno naprezanje u Stapu (ukljucujuéi i predznak)? Za koliko treba ugrijati ili
ohladiti Stap (navesti) da bi naprezanje u Stapu iznosilo 0 (nula), a koliko da bi se postiglo
zadano naprezanje ¢ (u oba sluaja u odnosu na pocetnu temperaturu)? Zadano je:
£=750,2mm, a=750mm, d=25mm, E=85000MPa, a=1 1-10'6m/mK, o=90MPa.

W//ﬁfﬁjk

A 4
e

Ovdje se pojavljuju dva nova pojma, pocetno naprezanje i zagrijavanje ili hladenje Stapa.
Pocetno naprezanje je naprezanje koje je nastupilo u Stapu prilikom njegove ugradnje. Ono
moze biti vlacno ili tlacno. Jednostavnije re€eno, pocetno naprezanje u Stapu ¢e se pojaviti
ako je on u odnosu na udaljenost (razmak) dvije tocke (oslonca) izmedu kojih se zeli ugraditi
predugacak ili prekratak. Da bi se Stap ¢ija duljina ne odgovara udaljenosti dviju to¢aka
mogao ugraditi potrebno ga je na silu skratiti ili produljiti $to za posljedicu ima nastanak
uzduzne sile i naprezanja.

Kako ¢emo znati je li Stap predugacak ili prekratak? Tako Sto ¢emo pazljivo procitati tekst
zadatka gdje u konkretnom sluc¢aju mozemo uociti da je Stap dugacak ¢=750,2mm, a razmak
toCaka (dva zida) iznosi a=750mm. To znaci da je Stap predugacak za 0,2mm Sto predstavlja
razliku / -a.

Stoga Stap treba djelovanjem tla¢ne aksijalne sile skratiti za tih 0,2mm. Iz toga proizlazi
deformacija € Stapa i pocetno naprezanje cy. Izracunajmo ove veli€ine.
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Al _ 0.2 =-0,00027

7 750.2

Uoc¢imo da je deformacija negativna jer je doSlo do skracenja Stapa Sto je prema defaniciji
(materijali od proslog puta) takoder negativno.

o, = E-&=285000-(—0,00027) = —22,67MPa

Slijedom toga 1 izraunato pocetno naprezanje je negativnog predznaka tj. radi se o tlacnom
naprezanju.

Nakon $to je sada Stap ugraden izmedu dvije Cvrste tocke uz pojavu pocetnog naprezanja
pogledajmo Sto se dalje trazi u zadatku. Grijanjem ili hladenjem Stapa treba posti¢i naprezanje
nula tj. ponistiti poc¢etno naprezanje, a u drugom slucaju posti¢i zadano naprezanje G.

Sto ée se dogoditi grijemo 1i $tap, a $to hladimo li $tap.

Podsjetimo se dvije osnovne Cinjenice, grijanje Stapa ili nekog drugog tijela koje nije
Dokle god nema prepreke tom Sirenju u tom Stapu ili tijelu neée se pojaviti naprezanje. Isto
posljedice (nema naprezanja) dogodile bi se 1 hladnjem Stapa ili tijela s time da bi dolazilo do
skracenja ili smanjenja Stapa odn. tijela. Takoder moZzemo konstatirati da ¢e svaki Stap ili
tijelo na razli¢itim temperaturama imati razlic¢ite duljine odn. dimenzije.

Vratimo se na nas Stap koji je ugraden uz pocetno tlaéno naprezanje.

Slijedom prethodno navedenog grijanjem naseg Stapa on bi se htio dodatno produljiti Sto mu
&vrste tocke ne dopustaju. Sto bi ga vise grijali, $tap bi htio biti to dulji, a &vrste tocke ga drze
stalno na istoj udaljenosti a (razmak zidova). Konstatiramo da se Stap koji zeli biti sve dulji,
zadrZava stalno na istoj duljini $to stvarno znaci da zapravo biva skra¢en. Ovo je kljuéni
trenutak za razumijevanje problema. Stap koji se grije se skracuje, zvuéi nelogi¢no! Razlog je
jednostavan, iskljucivo jer mi nije dopuSteno da se produljuje! Kolokvijalno receno, grijanjem
se Stap sve viSe i viSe upire izmedu zidova i tako se u njemu sve vise povecava tlacno
naprezanje negativno naprezanje. U zadatku se trazi da prvo postignemo naprezanje 0, a
potom naprezanje 90MPa (pozitivno tj. vlacno). Logi¢no mozemo zakljuciti, ako nas grijanje
Stapa vodi u sve vece negativne iznose naprezanja, Stap oc¢ito moramo poceti hladiti kako bi
krenuli prema nuli odn. pozitivnim iznosima naprezanja.

Razmis$ljamo prethodnom logikom, samo sa suprotnim predznakom. ViSe hladimo, Stap se
zeli sve viSe skratiti, a to mu nije dopusteno zbog konstantnog razmaka tocaka izmedu kojih
je pri¢vrscen.

Rijesimo sada zadatak.

Da bi naprezan bilo jednako nuli (c=0) Stap treba, kako je prethodno objaSnjeno ohladiti za
Aty koji ¢emo izracunati tako $to ¢emo napisati izraz za skracenje Stapa Al koje je nastupilo
njegovom ugradnjom :

Al =a-0-|At|

odavde je:

A
|Az,| =+—=24,2°C
a-!

Stap treba ohladiti za ovu temperaturu da bi se postiglo stanje bez naprezania tj. da bude c=0.
Veli¢ine Aty 1 Al. nalaze se u znakovima apsolutnih vrijednosti da nas ne bunjuju predznaci,
ali cijelo vrijeme nam mora biti jasno Sto se dogada.

Da bi postigli naprezanje 6=90MPa Stap treba dodatno ohladiti za koji ¢emo izracunati preko
produljenja Stapa Al' koje izaziva zadano naprezanje:
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. N/
Al = T

a to ¢emo posti¢i hladenjem Stapa za At
AC|=a-L-|A|

: 3 : : N :
Izjednacavanjem ova dva izraza uz o = i dobivamo:

At=-—2_=96,3°C

a-!
Da bi se od pocetnog naprezanja cy=-22,67MPa postiglo naprezanje c=90MPa Stap je
potrebno ohladiti za ukupno 24,2°C+96,3°C=120,5°C.

Zadatak 7. Stap AD duljine / u neoptereéenom stanju, povrsine popre¢nog presjeka A i
zanemarive mase pri¢vrscen je u tocki D na vrhu valjka mase m i1 promjera D. Koliko iznosi
naprezanje ¢ u Stapu? Kolika je deformacija Stapa €? Uz sva rjeSenja navedite i predznake!
Koliko bi se Stap dodatno produljio ili skratio (navedite rije¢ima) ako se ugrije za 25°C?
Kolika je konacna duljina optere¢enog Stapa nakon zagrijavanja? Koliko bi bilo naprezanje u
istom Stapu ako bi se tocka C premjestila u to¢ku dijametralno suprotnu to¢ki D? Zadano je:
m=15kg, h=400mm, D=260mm, A=20mm2, a=1 1~10'6m/mK, E=210000MPa. Napomena:
tocke A 1 Citocke B i D nalaze se na dva paralelna vertikalna pravca.

A

Iz desne slike moZemo izracunati kut o 1 duljinu Stapa 7 :

)

tea :TZ = a=64,3°i

2
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2 2
f= (h—gj +(2j =299, 7mm
2 2

Uvjet ranoteze je:

ZMczo m-g-g—N-sina-g—N-cosa-g:0

odavde je N=108,7N.
Deformacija je.

Al N
E=—=——
¢  A-FE
Nadalje je po¢etno naprezanje:
o=¢-E£=543MPa.

=2 —0.,00002586.
E

Stap je vlacno optere¢en, deformaija i naprezanje su pozitivni.

Pogledajmo sada odovojeno §to ¢e se dogoditi s aStapom ako ga zagrijemo za zadanu
temperaturu.

Grijanjem za zadani At Stap ¢e se produljiti za:

Al,=a-l-At=0,0824mm .

Promjena temperature je ve¢a od nule pa se Stap mogao slobodno produljiti (za razluku od
prethodnog zadatka.

Duljina Stapa uslijed pocetne deformacije i grijanja jednaka je:

(+ AL+ AL, =299,7+0,0077495 40,0824 =299, 76mm .

Ohladili se $tap na pocetnu temperaturu skratit ¢e se za isti iznos za koliko se produljio uslijed
grijanja (A/,).

Premjesti li se tocka C nasuprot tocke D sila u Stapu bit ¢e jednaka nuli (N=0) Sto Cete
jednostavno dokazati postavljenjem sume momenata oko novo postavljene tocke C.

Zadatak 8. Stap AB, okruglog popreénog presjeka polumjera r duljine 700,15mm, treba
ugraditi izmedu nepomicnog oslonca 1 ¢vrstog zida izmedu kojih je razmak a? Koliko ¢e
uslijed toga nastupiti pocetno naprezanje (ukljucujuc¢i i predznak)? Za koliko se treba
zagrijati/ohladiti Stap da bi on ispao iz leziSta, a za koliko da bi se udvostru¢ilo pocetno
naprezanje? Zadano je:r=15mm, E=210000MPa, a=700mm, a=11-10"m/mK.

R 7

>
«

Komentar: oslobadanjem tijela veza pokazalo bi se da je ovo staticki neodredeni zadatak tj. da
ima viSe nepoznanica nego Sto se moze postaviti uvjeta ravnoteze. Bez obzira na tu ¢injenicu,
zadatak se moze rijesiti jer se vrijednosti nepoznatih veli¢ina vezane uz pojave u unutarnjem
presjeku Stapa mogu izracunati.
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Duljina stapa u neoptere¢enom stanju iznosi 700,15mm $to je za 0,15mm dulje nego Sto je
razmak izmedu nepomi¢nog oslonca i1 zida. Da bi se Stap mogao ugraditi izmedu te dvije
tocke potrebno ga je skratiti nekom uzduznom sila. U tako ,,na silu® ugradenom Stapu pojavit
¢e se tlacna unutarnja sila (N<0) i tlacno naprezanje (c<0). Takvo naprezanje nazivamo
pocetno ili montazno naprezanje i ono je stalno prisutno u Stapu.
Deformacija Stapa je:
Al —0,15
c=— """
a 700
Pocetno naprezanje koje je zbog nastupilo u Stapu je:

o=FE-¢=—45MPa

=-0,000214

Da bi Stap ispao iz leZisSta treba posti¢i da u njemu nestane uzduzne sile N jer se tada Stap vise
ne upire u zid. To znaci da Stap treba hladenjem skratiti upravo za iznos koliko je bio
predugacak tj. za 0,15mm a to ¢emo izracunati koristeci izraz:

Al
Al=a-a-At = At=—-=-19,5°C (Al<0)

a-a
Da bi se udvostrucilo po¢etno naprezanje (c=-45MPa) Stap treba grijati jer ¢e se grijanjem on
htjeti produljiti ali mu zbog ¢vrstih oslonaca to nije dopusteno. To znaci da ¢e se on o zid
upirati sve ve¢om i ve¢om unutarnjom silom N. U jednom trenutku ta ¢e sila prouzroditi
nastanak trazenog naprezanja 6—=-90MPa. Da je Stapu bilo omoguceno nesmetano produljenje
uslijed grijanja za traZeni At on bi se produljio za 0,15mm. Kako mu to nije bilo omoguceno
on je u stvari ostao skracen za tih 0,15mm bez obzira §to je zagrijavan!
Slijedi:

Na_iol 2 i |af=a-a
E

Al = =
A-E

Izjednacavanjem prethodnih izraza dobije se temperatura At za koju je potrebno ugrijati Stap
da bi se udvostrucilo poc¢etno naprezanje:

o]
|Af| =——-=19,5°C

-E

Napomena: u prethodnim izrazima koriSteni su znakovi apsolutnih vrijednosti kod nekih
veli¢ina kao bi se iskljucile nejasnoce koje bi eventualno mogle nastupiti zbog Cinjenice da
Stap grijemo (At>0) a da se on zapravo skracuje A/ <0 zato jer mu Cvrsto uleZiStenje ne
dopusta produljenje.

Zadatak 9. Stap AB, okruglog popre¢nog presjeka polumjera r, duljine ¢, ugraden je izmedu

dva nepomicna oslonca ¢iji je razmak a. Koliko je uslijed toga nastupilo poc¢etno naprezanje

......

naprezanja, a za koliko da bi se pojavilo dopusSteno naprezanje? Zadano je: r=I15mm,
£=700mm, a=700,2mm, E=210000MPa, cpop=110MPa 0=11-10°m/mK.

LR TR B

d
al

Komentar: iz zadanih podataka vidljivo je da je Stap bio prekratak pa ga je prilikom ugradnje
trebalo produljiti (aksijalnom silom) zbog Cega se u Stapu pojavilo pocetno vlacno naprezanje.
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Produljenje Stapa iznosi:
Al =700,2-700=0,2mm
Iz izraza za produljenje moze se izraCunati iznos pocetnog vlacnog naprezanja:

Al ZMZGO L = o, :A—E-E:6OMPa

A-E E 1
Da bi nestalo po€etnog vlacnog naprezanja Stap je potrebno zagrijati kako bi se on produljio i
time ponistio pocetno naprezanje ili mozemo razmisljati 1 ovako: da smo Stap prije ugradnje
zagrijali za At koji bi dao produljenje od A/=0,2mm mogli smo ugraditi bez pocetnog
naprezanja. Takoder, valja napomenuti da bi se taj iznos naprezanja pojavio nakon §to smo
ugradili zagrijani Stap 1 pustili ga da se ohladi na poCetnu temperaturu.

Da bi stap produljili za A/=0,2mm potrebno ga je zagrijati za At §to mozemo izracunati
prema:

Al=a-l-At = At=ﬂ=25,97°C

a-l
Ugrijemo li $tap za ovaj iznos ponistit ¢e se pocetno naprezanje. Sada je naprezanje u Stapu
jednako nuli (6=0).
U nastavku potrebno je izraCunati za koliko treba zagrijati ili ohladiti Stap da bi u njemu
dopusteno (vlacno) naprezanje. Obzirom da u Stapu ve¢ postoji pocetno (montazno)

naprezanje pozitivnog predznaka potrebno je znati koji dodatni iznos naprezanja treba
grijanjem ili hladenjem Stapa:

Ao =0, —0,=110-60=50MPa

Taj iznos postic¢i ¢e se hladenjem Stapa za neki At. Hladenjem se Stap Zeli skratiti ali mu to
¢vrsto uleziStenje ne dopusta pa se zapravo produljuje za iznos A/, Sto uzrokuje porast

toplinskog naprezanja sve do iznosa dopustenog naprezanja opop. MozZe se pisati:

N1 1

Alpp=——=Ao-—

DOP AE E
Takoder vrijedi:
Al op=a-l-At

Izjednacavanjem ova dva izraza dobiva se:

at=2% _s1.6°C
E-a

Komentar: hladenjem Stapa u kojem ve¢ postoji pocetno vlaéno naprezanje od 60MPa za
21,6°C u Stapu ¢e pojaviti dodatno vlacno naprezanje Ac=50MPa Cime se postize iznos
dopustenog naprezanja opop. Prakti¢no gledano, unoSenjem pocetnog naprezanja smanjili
smo radno podrucje Stapa jer ¢e iznos dopuStenog naprezanja posti¢i prije nego da nema
pocetnog naprezanja ili da je ono negativnog predznaka. Pravilan odabir predznaka pocetnog
naprezanja moze omoguciti §iri raspon toplinskog optereenja Stapa §to je posebno vazno za
konstrukcije koje su u svojim eksploatacijskim uvjetima podlozne veéoj promjeni radne
temperature.
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Zadatak 10. Stap AB, okruglog popreénog presjeka polumjera r, duljine ¢ grije se za At.
Koliko ¢e uslijed toga nastupiti naprezanje (ukljucujuéi i predznak)? Zadano je: r=15mm,
E=210000MPa, At =45°C, ¢=699,80mm a=700mm, o=11-10°m/mK.

!

»

/\

a

e

.

Komentar: iz slike je vidljivo da je duljina Stapa ¢/ manja od udaljenosti a izmedu Evrstog
oslonca i zida. Grijanjem se Stap pocinje produljivati i dokle god mu je to moguée Ciniti
slobodno, bez prepreke u njemu se nece pojaviti naprezanje. U trenutku kad Stap dodirne zid,
a zagrijavanje se nastavi, Stap ¢e se htjeti i dalje produljivati ali mu to vise nije moguce pa se
on pocinje sve vise upirati o zid (skracuje se) 1 u njemu se pojavljuje tlano naprezanje. Prvo
je potrebno ispitati hoée li se uopce za zadani At Stap dovoljno produljiti i dotaknuti zid.
Zracnost izmedu Stapa 1 zida iznosi:

Aa=a—-0=0,2mm

Da bi se Stap produljio za taj iznos potrebno ga je zagrijati za neki At; koji ¢emo izraCunati iz
izraza:

Aa=a-0-A, = At =-2L —2508°C
a-l

Zagrije li se Stap za taj iznos on ¢e se produljiti dovoljno tek da dotakne zid i u tom trenutku
se u njemu jo$ nece pojaviti naprezanje. Vidimo da je zadani At ve¢i od izraCunatog At; pa se
moze zakljuciti da ¢e Stap daljnjim zagrijavanjem htjeti dodatno produljiti ali mu zid to ne
dopusta pa ¢e se u njemu pojavit tlacno naprezanje.

Razlika temperatura za koju jos treba zagrijati Stap iznosi:

At =45°C-25,98°C =19,01°C
Zagrijavanje Stapa za taj iznos prouzrocilo bi produljenje:
Aa, =a-l-At,

Obzirom da zid Stapu ne dopusta da se slobodno produlji za taj iznos, Stap ¢ée se zapravo
skratiti 1 prouzrociti pojavu tlacnog naprezanja. Vrijedi izraz:

Nt

Aa, =——

A-E

IzjednaCavanjem ova dva izraza dobiva se naprezanje koje ¢e nastupiti zbog zagrijavanja Stap
za zadani At:

az%:a-Atg-E=—43,9MPa
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3.2. Primjeri za samostalno rjeSavanje

1. Stap duljine ¢ i promjera d udaljen je za udaljenost x od &vrstog zida. Koliko je pogetno
naprezanje u Stapu? Koliko ¢e biti naprezanje (ukljucujuéi i predznak) u stapu ako se on
zagrije za At? Trenje u pomi¢nom osloncu zanemarite! Zadano je: /=750mm,
x=0,3mm, At=75°, d=25mm, E=85000MPa, a=11-10"m/mK.

S

R

Rjesenje: cp=0MPa, 6= - 36,1 MPa.

AR

s

2. Vertikalni Stap zanemarive mase, duljine a i povrsine poprecnog presjeka A objeSen je o
plafon, 1 u tocki B dodiruje podlogu bez pocetnog naprezanja. Nakon toga u tocki C na
njega pocinje djelovati sila F. Odredite udaljenost x tocke C (hvatiste sile F) od to¢ke B
da bi pojavila zra¢nost izmedu kraja Stapa 1 podloge u iznosu a/5000. Vlada li u cijelom
Stapu jednak iznos naprezanja, potkrijepite racunom (ukljucujuéi i predznake)? Zadano

je: F=2800N, a=700mm, A=3Omm2, E=85000MPa.
o

d

B \A 4

RS

RjesSenje: x=572,5 mm, 6a-c= - 93,3 MPa, oc3=0 MPa.

3. Vertikalni Stap AB zanemarive mase, duljine a i povrSine poprecnog presjeka A
objesSen je o plafon, a u tocki C na njega djeluje sila F . Odredite udaljenost x tocke C
(hvatiste sile F) od tocke B da bi ta tocka dotaknula podlogu! Vlada li u cijelom Stapu
jednak iznos naprezanja, potkrijepite racunom (ukljucujuci i predznake)? Zadano je:
F=2800N, a=700mm, A=30mm2, E=85000MPa.

5

A
<
Cir =
[
BL v v
T A
=
=
=

e)
RjeSenje: x=572,5 mm, 64.c=93,3 MFa, oc.g=0 MPa.
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Vertikalni Stap AB zanemarive mase, duljine a i povrSine popre¢nog presjeka A upire
se u tocki B o podlogu, a u tocki C Stap je posredstvom uzeta pri¢vr§éen za polugu
zanemarive mase. Na drugi kraj poluge u tocki F pod pravim kutom objeSen je uteg
mase m koji se bez trenja oslanja na podlogu. Odredite omjer duljina (izraZzeno

decimalnim brojem) |DE| :|EF | poluge ako je poznat pomak tocke A A/, (u odnosu na
neoptereéeno stanje Stapa). Vlada li u cijelom Stapu jednak iznos naprezanja,
potkrijepite rac¢unom (ukljucujuéi i predznake)? Zadano je: m=75,2kg, a=700mm,
A=90mm’, A/ ,=-0,11mm, E=85000MPa.

POLU
D
UZE
B A
<

A

Yy Vv

:

Rjesenje: IDE|:|EF|=0,438, op.c=18,7 MPa, G,.c=0.

~4
~

<
N

Greda AB duljine a i mase m u to¢ki B pridrzava se Stapom duljine ¢ u neoptere¢enom
stanju, zanemarive mase 1 povrsine poprecnog presjeka A. Koliko je naprezanje u Stapu
(uklju€ujuci i predznak) i koliko je produljenje/skracenje Stapa (navedite)? Za koliko bi
se Stap produljio/skratio (navedite) ako se ohladi za At? Koliko bi tada bilo naprezanje u
Stapu? Zadano je: (=450mm, m=300kg, A=100mm’ P=125°, At=25°C,

E=210000MPa, 0=11-10°m/mK.
B
l
B
N\

< »
'« )

Rjesenje: 0=17,96 MPa, A/=0,038 mm, |A£t|=0,124 mm (skraéenje uslijed
hladenja).
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Stap AB &vrsto je uleziSten izmedu dva oslonca. Koliko je podetno naprezanje o
(ukljucujuéi 1 predznak) u Stapu ako je njegova duljina prije ugradnje a'? Za koliko se
smije ugrijati/ohladiti (navesti) Stap da se ne bi prekoracio uvjet dopustenog naprezanja?
Zadano je: a'=699,85mm, a=0,7m, opop=105MPa, E=210000MPa, a=1 1-10°m/mK.

B

/N VN

& »
) >

RjesSenje: 5p=45,0MPa, At=25,97°C (hladiti).

U cvrsto uleziStenom Stapu AB nakon ugradnje i1 zagrijavanja za At izmjereno je
naprezanje ¢. Da li je nakon ugradnje, a prije zagrijavanja u Stapu postojalo pocetno
naprezanje (co)? Koliko 1 kojeg predznaka? Zadano je: oc=22MPa, At=47°C,
E=105000MPa, =11-10°m/mK.

A B

AN

s T

Rjesenje: Da, 6y=76,3MPa.

Stap AB, okruglog popreénog presjeka polumjera r, duljine / grije se za At? Koliko ¢e
uslijed toga nastupiti naprezanje (ukljucujuc¢i i predznak)? Zadano je: r=15mm,
E=210000MPa, At =45°C, (=699,80mm a=700mm, a=11-10"m/mK.

4

> »
<

RS

e

RjeSenje: 6=-43,9MPa (tlak).

Stap AB u optere¢enom stanju (silom F) ima duljinu a, a deformacija iznosi e. Koliki je
pomak toc¢ke C? Do kojeg iznosa se smije povecati sila F da se u Stapu ne bi prekoracilo
dopusteno naprezanje uz ostale uvjete nepromijenjene? Zadano je: &=-0,0003;
F=4500N, cpop=-95MPa, E=210000MPa, a=399,20mm.

F C B
a/3

»

A

2

A
A 4

RjeSenje: A/ .=0,08mm, F'=6773,5N.
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Stap AB u optereéenom stanju (silom F) ima duljinu a. Koliki je pomak to¢ke C koja se
nalazi na tre¢ini duljine od tocke A neopterecenog Stapa? Do kojeg iznosa se smije
povecati sila F da se u Stapu ne bi prekoracilo dopusteno naprezanje uz ostale uvjete
nepromijenjene? Zadano je: F=4500N, opop=-95MPa, E=210000MPa, A=100mm’,
a=400,20mm.

F A C B
—
_a/3

RN

Rjesenje: 29=400,14mm, F'=9500N.

U Stapu AB zagrijanom na 75°C izmjereno je naprezanje o (slika a.). Na koju
temperaturu treba ohladiti Stap da bi se izmedu zida i Stapa pojavila zracnost x (slika
b.)? Zadano je: x=0.12mm, c=-56MPa, E=200000Mpa, a=500mm, a=11-10°m/mK.

o

A
# B Slika 2a.
e

< a >

o
A
B
= Slika 2b.

“n

P a

Rjesenje:, t=27,7°C.

U stapu AB, na koji djeluje sila u tocki C, izmjereno je naprezanje o. Koliko se puta
mora povecati sila da bi se doseglo dopusteno naprezanje? Koliki su u tom slucaju
pomaci toaka A 1 B? Zadano je: o=-35MPa, opop=-105MPa E=210000MPa,
a=800mm.

4a/4=
A F B
C
La——»

Rjesenje: Sila se mora uveéati 3 puta, A/, = Al .=-0,3mm.
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Stap AB okruglog popreénog presjeka polumjera r &vrsto je uleZisten. Za koliko je
zagrijan Stap ako je u njemu izmjerena uzduzna sila F? Za koliko se jo$ smije zagrijati
Stap da se ne bi prekoradio uvjet dopuStenog naprezanja? Zadano je: F=-25000N,
r=15mm, E=210000MPa, opop=110MPa, a=1 1-10°m/mK.

7///%////// A

<—a>

RjeSenje: At=15,31°C, Atpop=32,3°C.

Stap povriine popreénog presjeka A ugraden je uz podetnu deformaciju €. Kolika ée
iznositi ukupna deformacija Stapa ako se on zagrije za At? Koliko je pocetno naprezanje

......

zanemarite! Zadano je: £=-0,0005, A=50mm’, E=210000MPa, o=11-10°"m/mK,

At=15°C.
.

v
G
RjeSenje: €,,=-0,000665, cy=-105MPa, 5,k=-139,7MPa.

Na stap duljine b objesena je kocka duljine brida a i gustoée p. Koliko iznosi duljina
brida kocke a, ako je izmjerena deformacija Stapa £€? Masu Stapa zanemarite! Koliko je
naprezanje u Stapu ¢ija je povrSina poprecnog presjeka A? Zadano je: €=0,0003,
A=40mm?, E=125000Mpa, p=8300k%/m3.

A

RjeSenje: a=264mm, 6=37,5N/mm’.
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Odredite iznos mase m objesene na ¢elicni Stap duljine b ako je poznat pomak Al toc¢ke
A koja se nalazi na polovini duljine Stapa? Koliko bi iznosilo produljenje Stapa ako bi se
masa m premjestila u to¢ku A? Masu Stapa zanemarite! Zadano je: A/, =0,003mm,

A=100mm®, b=400mm, E=210000MPa.

A A

b/2

Rjesenje: m=32,1kg, Al = Al

Uteg mase m objeSen je na blok zanemarive mase i pritiS¢e bakreni Stap povrSine
poprecnog presjeka A, na vertikalni zid. Koliko iznosi deformacija bakrenog Stapa 1
koliko je naprezanje u Stapu (ukljucujuéi i predznake)? Masu bakrenog Stapa i trenje
zanemarite! Zadano je: m=20kg, A=80mm?, E=125000MPa.

RjeSenje: &= - 9,81-10°, 6= - 1,23MPa

Dimenzionirajte Stap AC okruglog poprecnog presjeka koji pridrzava krutu gredu mase
m, optere¢enu utegom mase m;. Stap AC je kruznog poprecnog presjeka. Zadano je:,
m=20kg, m;=340kg, 1,=0,2m, 1,=0,2m, 13=Im, 1=2,2m, opop=80MPa.

m;

A m B

G

11 13

v |
|
S

v
A

A

AN

Rjesenje: d=6,5mm
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4. Uvijanje okruglih §tapova

4.1. Rije$eni primjeri

Zadatak 1. Stap AB, okruglog popre¢nog presjeka, optereéen je u tocki C momentom
uvijanja Mc nepoznatog iznosa. Koliko iznosi duljina Stapa ¢ ako je poznato naprezanje T u
Stapu i1 zakret ¢ tocke C? Koliki je tada zakret tocke A (u stupnjevima i radijanima). Koliki
bi bio zakret tocke A ako bi se u tu tocku dodao moment istog iznosa, ali suprotnog smjera,
kao onaj u tocki C? Zadano je:, ¢c =1,1°, x=340mm, t=55MPa, d=22mm, G=80GPa

M
M g

_

X v

P Ay

A A
~

»
»

U rjeSavanju ovih zadataka mozZemo primijeniti analogno razmisljanje kao i kod aksijalno
opterecenih Stapova imajuc¢i stalno u vidu da se radi o dvije potpuno razliite vrste
opterecenja.

Pogledajmo o ¢emu se radi. Stap okruglog popreénog presjeka, a izrazi koje ¢emo Kkoristiti
vrijede iskljucivo za takve Stapove i za druge oblike poprecnih presjeka se ne mogu koristiti,
optere¢en je momentom uvijanja. Moment uvijanja djeluje na Stap tako da ga zeli okrenuti
oko uzduzne osi, uvija ga, kao kad na primjer odvréemo ili zavréem ¢ep na boci ili to isto
¢inimo s vijkom kojeg zatezemo ili otpustamo.

U toc¢ki B pojavljuje se reaktivni moment ali ga neCemo morati racunati, iako to ne bi bio
nikakav problem. Sli¢no je bili i kod aksijalno opterecenih Stapova. Sve Sto ¢e se dogadati
ovdje bit ¢e u odnosu na tu ¢vrstu (nepomicnu tocku).

Deformacije koje ¢e se pojavljivati su iskljucivo kutne (u stupnjevima ili radijanima), a
naprezanja tangencijalna tj. poprecna koja se oznacavaju grékim slovom t.

Rijesimo zadatak.

PreraCunavati stupnjeve u radijane smo ve¢ prije naucili pa je zakret toCke C izrazen u
radijanima:

- =1,1°=0,019198rad
Iz izraza za naprezanja izraCunat ¢emo iznos momenta uvijanja Mc kako slijedi:

3
p=Me 16Me oy AT 14990, 1Nmm
w, d-x 16

Veli¢ina wp u nazivniku naziva se polarni moment otpora i racuna se iz polarnog stati¢kog
momenta tromosti Ip. Potonja veliCina predstavlja karakteristiku popre¢nog presjeka (v.

predavanja). U poglavlju aksijalno optere¢enih Stapova karakteristika poprecnog presjeka bila
je povrsina tog istog presjeka (v. predavanja). Veza izmedu ovih veli¢ina je:

d* -z

30 dz
d 16
2
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gdje je .. =% maksimalna udaljenost najdalje tocke popre¢nog presjeka (obod poprecnog
presjeka) od srediSta poprecnog presjeka (kruga).

Uvrstavanjem veli€ine wp u izraz za naprezanje daje iznos maksimalnog tangencijalnog
naprezanja u tom presjeku.
Nakon $to smo izracunali iznos momenta uvijanja Mc moZemo postaviti izraz za zakret tocke
C. Ovdje razmisljamo slicno kao u prethodnom poglavlju. Deformacija, ovdje je to kutna
deformacija, ¢e se pojavljivati u odnosu na ¢vrstu tocku, ovdje je to tocka B.
po =M lmn) 00 Gl 4

G-I, M,

Uocimo da je zakret tocke C rezultat djelovanja momenta uvijanja M¢ izmedu ¢vrste tocke B 1
tocke C u kojoj djeluje taj moment (sli¢no kao $to je to bilo sa pomakom tocke kod aksijalno
opterecenog Stapa).

Vrijednost momenta tromosti je.

4
d -z
=

1 =22998,03mm*

I naposljetku, duljina Stapa je:

.G-1
t=x+ 29 a7 2m
M

C

Dodajmo sada u tocku A moment istog iznosa kao Mc ali suprotnog smjera (Ma=Mc¢) kako je
prikazano slikom.

Ma=M¢ Mc
A=Mc IA (C\ B
\v

TR

Zakret tocke A tada je:
0 M.-(l— ) R
goA:MA £ M| x): Mc (z—(z—x))zMC X 0,02125rad 21,22°  (Ma=Mc!!)
G-I, G-I, G-I, G-1,

Uoc¢imo da se ovaj izraz sastoji od dva €lana, prvi ¢lan opisuje djelovanje momenta Ma u
tocki A na cijeloj duljini Stapa ¢, a drugi djelovanje momenta Mc¢ na duljini /—x. Ta dva
¢lana imaju suprotne predznake jer momenti uvijaju Stap u suprotnim smjerovima. Ovdje
predznak nema znacenje kao kod aksijalno opterecenih Stapova, ovdje on samo oznacava
suprotne smjerove djelovanja momenata. Takoder uofimo nesSto Sto je ocito, a to je da
momenta Mu djeluje na cijeloj duljini Stapa ¢, dok moment Mc djeluje izmedu to¢aka B 1 C,
a izmedu tocaka A 1 C ne djeluje.

Kao komentar prikazimo graficki ovisnost kutne deformacije o polozaju toc¢ke u kojoj djeluje
moment kao §to smo to napravili kod aksijalno opterecenih Stapova.

Prva situacija je kada moment djeluje izmedu krajeva Stapa.

Prije toga napiSimo op¢i izraz za zakret proizvoljne tocke:

o= M-x
G-I,

k-x
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uz @ = = konst.
=G,
M
A C Bff;
=
-
A
@
i M=0
Y
@y =Pc

I druga situacija kada moment pomaknemo u toc¢ku A.

M
C Bl
3
» 7
, fé
A
%
‘ M #0 -
Y c B
= + = B
ba G-1, Pe v G-I,

Uocite sami sli¢nosti s onime §to je izneseno u poglavlju o aksijalno optere¢enim Stapovima,
imajuci naravno stalno u vidu da se radi o dva potpuno razlicita tipa optereenja Stapova, ali
da ipak postoji analogija u pristupu problemu, rjeSavanju i dobivenim rezultatima.
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Zadatak 2. Na Stap AB, promjera d, djeluyju momenti u tockama B 1 C. Koliko iznosi
udaljenost x izmedu to¢aka B 1 C ako je poznat zakret tocke A ¢@5? Koliki su tada zakreti
tocaka B 1 C? Zadano je: po=+0,8°, Mg=85Nm, Mc=110Nm, a=670mm, d=20mm, G=80GPa.
Napomena: predznak + definiran je smjerom djelovanja momenta Mc.

2 Ao 1%
(0'%)
&
/
5<\
o [N \
%
\ 4
TR o R

U tekstu je definiran pozitivni smjer djelovanja momenta S§to je bitno zbog zadanog predznaka
zakreta tocke A. to znaci da ¢e tocka biti zakrenuta u smjeru djelovanja momenta Mc.
Rijesimo sada zadatak i napiSimo izraz za zakret tocke A.

M, -(a—0,3-a) M, -(0,7-a—x)

mT 6, G,

odavde je x=68,48mm.

Primijetimo da moment moment Mc djeluje izmedu Cvrste tocke (zida) i to¢ke C, a moment
Mg izmedu ¢vrste tocke 1 tocke C.

Zakret tocke B je:
(a—0.3a— (a—-0.3-a- M. ~MN(0.7-a- R
g, ~Mc(a=0.3-a=x) M, (a-03-a x) _(Mc=M,) (0.7:a2%) _ 1070680 2 0.46°
G-I, G-I, G-1,
dok je zakret to¢ke C jednak zakretu tocke A tj.
Pec =Py

Zadatak 3. Stap AB, okruglog popregnog presjeka polumjera r, &vrsto je uleZisten u tocki B i
optere¢en je momentima M u toCkama A i C. IzraCunajte promjer Stapa da zakret tocke A ne
bi bio veci od @a?. Koliki je tada zakret tocke C? Zadano je: M=1500Nm, a=0,6m, G=80GPa,
@a=0,9°.

M M

~a/3 \-v

h s
< a >

Iz slike je vidljivo da momenti M djeluju u tockama A 1 C, a kao posljedica njihovog
djelovanja u tocki B pojavljuje se reaktivni moment Mg §to je lako dokazati primjenom
znanja ste¢enih u poglavlju ,,Oslobadanje tijela veza.“ Graficki predoceno to izgleda ovako:

M M
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U ovom tipu zadataka u pravilu ne moramo racunati iznos reaktivhog momenta iako
prethodnu ¢injenicu treba uvijek imati na umu.
Djelovanje momenata izaziva zakret svih toCaka Stapa u odnosu na Cvrsti oslonac. Zakret
nepomicne tocke, ovdje tocke B, jednak je nuli!

Zakret tocke A racuna se prema izrazu:
_M-a M-2:a_ M-a
Pa G-1, 3-G-I, 3-G-I,

Komentar: zakret ¢a tocke A sastoji se od dva ¢lana, prvi ¢lan govori o zakretu koji uzrokuje
djelovanje momenta M u tocki A, a drugi ¢lan govori o zakretu koji uzrokuje moment M koji
djeluje u tocki C. Obzirom da ova dva momenta imaju suprotnu orijentaciju to je u ovom
izrazu predoCeno suprotnim predznacima. Sami predznaci (pozitivno/negativno) nemaju
nikakav fizikalni smisao kao §to je to bilo kod aksijalno optere¢enih Stapova. Moment koji
djeluje u tocki A djeluje na cijeloj duljini Stapa a i to racunaju¢i od Cvrste tocke B, dok
moment koji djeluje u tocki C djeluje samo na duljini od ¢vrste to¢ke B do tocke C (0,7-a), ali
sve toCke koje se nalaze iza toCke C pa sve do to¢ke A imaju isti zakret jednak onome u tocki
C. Zakreti prouzroeni djelovanjem momenta na opisani nac¢in se zbrajaju, uvazavajuci njihov
predznak. To se naziva princip superpozicije.

Da bismo izracunali trazeni promjer d Stapa iz gornjeg izraza potrebno je izraziti polarni
moment tromosti Ip:

dtr

)

1 preracunati zakret to¢ke A iz stupnjeva u radijane prema relaciji:

180°=7-rad =  1°=—"—.rad
180

Mnozenjem lijeve i desne strane s 0,9 dobiva se zakret tocke A u radijanima
@, =0,0157rad

UvrStavanjem ove vrijednosti zajedno s izrazom za polarni moment tromosti u polazni izraz
za zakret @ toCke A moze se izracunati vrijednost promjera Stapa d:

d= o280 M4 3¢ 47mm
G-7m-op,

Naposljetku, zakret tocke C racuna se prema izrazu:
M-2-a M-2-a

Qe = - =0
3-G-1, 3-G-I,

Prvi ¢lan predstavlja djelovanje momenta M u tocki A s time da se sada gleda njegov utjecaj u
tocki C, a to je udaljenost 0,7-a od to¢ke B, a drugi ¢lan predstavlja utjecaj momenta M koji
djeluje u tocki C koja se takoder nalazi na udaljenosti 0,7-a od tocke B.
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Zadatak 4. Puni Stap promjera d, uleziSten u tocki A, optereen je momentima uvijanja u
tockama B i C. Odredite omjer momenata M, 1 M, da zakret tocke C bude ¢c=0°. Koliki je
tada zakret @ tocke B u stupnjevima i radijanima? Zadano je: M;=0,15kNm, d=20mm,
?=0,4m, G=80GPa.

i

1

0,6/

N

0,4¢

Zakret tocke C racuna se prema izrazu:
M, -0,6-0 M,-t
P =— -—*—=0
G-I, G-I,

¢lan moze se pokratiti u oba pribrojnika pa se dobije trazeni omjer momenata:
“Lp

M1 g

M, 0,6

Uz zadanu vrijednost momenta M; mozemo izracunati vrijednost momenta M, =0,25Nm.
Zakret toc¢ke B izra¢unat ¢emo iz izraza:
_M,-0,6-¢ M,-0,6-¢( 0,6-¢

_ M,—M
=76, G1 G MM

4
47 15708, 0mm®

uz [, =

9, =0,01459ad

Ovu vrijednost pretvorit ¢emo u stupnjeve koriStenjem poznate relacije

o

180°=7-rad = =1rad paje

T
9, =0,657°.

Zadatak 5. Stap AB, okruglog popregnog presjeka promjera d, optereéen je momentima
uvijanja M; i M u tockama A i C. Odredite udaljenost x izmedu to¢aka A i C da bi zakret
tocke A bio @a. Koliki je tada zakret tocke C? Zadano je: M;=25Nm, M,=21Nm, @,=0,3°(+),
d=20mm, G=80GPa, a=500mm.

M]Z\. ’g,b B M3

x ]

A A
a >
L

<
<

Komentar: zadani zakret @a tocke A je pozitivan u smislu kako je zadan pozitivan predznak
moneta uvijanja. Vec¢ je prije receno da kod uvijanja predznak nema nikakav fizikalni smisao
kao §to je to slucaj kod aksijalno opterecenih Stapova (vlak/tlak), pa je ovaj pozitivni predznak

59



Zbirka zadataka iz ,,Osnova strojarstva‘ — studij ,,Primijenjena kemija*
Uvijanje okruglih Stapova

posljedica toga $to je pozitivan ¢lan u izrazu za zakret tocke A veci od negativnog ¢lana na §to
treba paziti prilikom postavljanja izraza.

Zakret tocke A je:
_M, 'a_MZ'(a_x)
Y61 G,

uz zadani zakret preracunat u radijane, kako je ve¢ pokazano, g} , =0,005236rad 1 polarni
moment tromosti:

4
d'r
=

I =15708,0mm"*

moze se izracunati vrijednost x kako slijedi:

M, G-I,
x=a-|l-—|+o,-
M2 M2

x=218 1mm

Preostaje za izracunati zakret tocke C za upravo izracunati x:

o = M, -(a—x)_M2 -(a—x) _ (M] —Mz)-(a—x)
¢ G-1, G-1, G-1,

@, =0,000897rad (. =0,0514°)

Zadatak 6. U Stapu AB, okruglog popre¢nog presjeka polumjera r, optere¢enom zakretnim
momentom M u tocki C izmjereno je naprezanje t. Koliko je polumjer r Stapa? Koliki je
zakret tocke A? Do kojeg iznosa se smije povecati zakretni moment da se u Stapu ne bi
prekoracilo dopusSteno naprezanje uz ostale uvjete nepromijenjene? Zadano je: M=85Nm,
=45MPa, tpop=75MPa, G=80GPa, a=800mm.

M
A [E B
Ly

\

_a/3 \

b i
a

>
<«

Tangencijalno naprezanje u Stapu rauna se prema izrazu:

T= % =45MPa
Wp

gdje je wp polarni moment tromosti prema izrazu:

d*-rx
I 32 d’-r (2'1”)3% e
w, = L = = =
P
o d 16 16 2
2

'max predstavlja maksimalnu udaljenost tocke presjeka od srediSta zakrivljenosti presjeka i u

oy . .. . .. : . d
toj tocki ¢e nastupiti maksimalni iznos naprezanja. Ovdje je r, = 7 =r.
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Uvrstavanjem izraza za wp u izraz za naprezanje T dobiva se izraz iz kojeg je moguce
izraCunati trazeni promjer d:

2-M 2-M
T=— = r=73

e T
r=10,6mm

Zakret toc¢ke A 1znosi:

4
uz I, = % = 19830, 9mm’*
@, =0,0286rad (¢, =1,64°)

Komentar: primijetimo da moment M uvija Stap od tocke C do ulezistenja, dok je od tocke A
do to¢ke C Stap neoptereen odn. unutarnji moment jednak je nuli pa se zakret tocke C
prenosi u jednakom iznosu na sve tocke neopterecenog dijela do tocke, sli¢no kao Sto je bilo s
pomakom tocke neoptere¢enog dijela Stapa kod aksijalno opterecenih Stapova.

Iznos do kojeg se moment smije povecati da se ne prekoraci uvjet dopustenog naprezanja je:

'
— ' —
T=—=<7Tp0p = M'=w, -7,
WP

uz w, =1870,8mm’

M'=141,7Nm .

Zadatak 7. Stap AB, okruglog popretnog presjeka promjera d, optereéen je momentima
uvijanja M; i M, u to¢kama A i C. Koliki su zakreti tocaka A i C? IzraCunajte novi promjer
Stapa da bi jo§ bio zadovoljen uvjet dopustenog naprezanja? Zadano je: M;=25Nm,
M,=14Nm, d=20mm, tpop=45MPa, G=80GPa, a=500mm.

(I ]
N{a/3k“
= 7
< a
Zakreti tocaka A 1 C su:
2
M, -—-a
@A_Mla 3 -1 (M1+_ sz
G-1, G-I, G-I,
Ml-§ a Mz-?a 2.4
Oc = + = (Ml Mz)
G-I, G-I, 3-G-1,
4
uz I, =% _ 15708, 0mm*
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@,=0,013661rad (¢, =0,783°)
9. =0,0135rad (. =0,593°)

Naprezanje u Stapu, uvazavajuci uvjet dopustenog naprezanja, jednako je:

M, +M,
T=——"""STpp
WP
uz w, = d"z
16
d':3’16-(M1+M2)
Tpop " 7%
d'=16,4mm

Komentar: momenti M; i M, uvijaju Stap u istom smjeru pa se njihovi iznosi zbrajaju
(superponiraju). Maksimalno naprezanje pojavit ¢e se na mjestu (potezu) gdje je iznos
unutarnjeg momenta najvedi a to je izmedu tocaka C i B i jednak je zbroju M;+M,. Izmedu
tocaka A 1 C unutarnji moment jednak je momentu M; jer iza tocke c viSe ne djeluje moment
Mo.

Zadatak 8. Stap AB opterecen je momentom uvijanja M u tocki B. Odredite iznos promjera d

da zakret tocke B ne bi bio veci od 0,25°. Koliki je zakret tocke C i koliko je naprezanje u
Stapu? Zadano je: M=25Nm, 1=0,5m, G=80GPa.

ZIA C B

mocy B
1 =~ M
K '

7 4 \
A

Komentar: rjeSenju zadatka se pristupa na jednak nacin kao i prije, s tom razlikom §to se zbog
razli¢itih promjera Stapa mijenja polarni moment tromosti odn. otpora.

Zakret tocke B racuna se prema:
M-0,5-¢0 M-/
= +

& G‘Ipl G'Ipz

Nadalje je:
(2-a’)4-7r ARY s
I, = =
32 2
d*-r
I, =
32

Sto uvrsteno u polazni izraz daje:

_2-M-0,5-0 32-M-{ 33-M-/

+ =
O =G 4 Gd*  G-d°
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iz Cega slijedi:

de 33-M -/
G-,

uz zadani zakret tocke B izrazen u radijanima ¢, = 0,004363rad promjer d je:
d=24,7Tmm

Zakret tocke C je:
~M-0,5-¢
Pc G1,

4

uz 1, = dT'” = 590906, Smm*
@.=0,0001322rad ¢, =0,00758°
Naprezanje nije jednako u cijelom Stapu jer se mijenja promjer Stapa pa je:

M 2-M

T
W, d-m

M 16-M
’Z'2 = —=

3
Wy, d-m

. 1 .
Jerje wy, =L (Fpa1 =d )1 Wpy =

d

P2 _ adie
p (7o 2). Slijedi:
2

7, =1,05MPa 1 v, =8,4MPa
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4.2. Primjeri za samostalno rjeSavanje

1. Na Stap AB, promjera d, djeluju momenti u to¢kama B i1 C. Koliko iznosi udaljenost x
izmedu to¢aka B i1 C ako je poznat zakret tocke A @A? Koliki su tada zakreti tocaka B i
C? Zadano je: po=0,8°, Mg=85Nm, Mc=110Nm, a=670mm, d=30mm, G=80GPa.

ey

J3a Yx=?
" a

PR o B

A AO

»
L

Rjesenje: x=31,1 mm, @c=@a, @p=0,0134 rad (0,769°)

2. Na stap AB, promjera d, djeluje moment u tocki B. Koliko iznosi udaljenost x izmedu
tocaka B i C ako je poznat zakret tocke C ¢¢? Koliki su tada zakreti tocaka A i B?
Zadano je: ¢c=0,5°, Mg=30Nm, a=670mm, d=20mm, G=80GPa.

Ms
-

3a | x=?
a

PR S S

2 A 1%

A 4

Rjesenje: x=103,5 mm, A=@p=0Qc.

3. Nastap AB, promjera d, djeluje moment u tocki C (slika 2.). Koliko iznosi udaljenost x
izmedu toc¢aka B i1 C ako je poznat zakret toCke B @g? Koliki su tada zakreti tocaka A i
C? Da 1i je naprezanje u cijelom Stapu jednako? Potkrijepite ra¢unom! Zadano je:
¢=0,5°, Mc=30Nm, a=670mm, d=20mm, G=80GPa.

Mc
N
Y
% o
Q.32 [&=? 7
P a |7

RjeSenje: x=103,3 mm, @2=@c=0,01086 rad (0,622°), To-c=0, Tc.=19,1 MPa.

4.  Na stap AB, promjera d, djeluju momenti u tockama B i C. Koliko iznosi moment My
ako je poznat zakret tocke A @a? Koliki je tada zakret tocke B @p? Zadano je: ¢p,=0,8°,
Mc=170Nm, a=670mm, d=30mm, G=80GPa.

0331, 0.3
a

l P

SRR

RjeSenje: Mp=33,94 Nm, @p=0,00859 rad (0,492°).
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Na stap AB, okruglog popre¢nog presjeka, djeluju momenti u tockama A i C. Koliki je
zakret toCke B ¢p ako je poznat zakret toCke C @c. Zadano je: Mp=600Nm,
Mx=170Nm, ¢c=0,035rad, promjer Stapa d=30mm, G=80GPa.

Ma (I‘VIB
C C 5 |
\ g
0330 035
DI o

Rjesenje: @p=0,0201 rad (1,15°).

Na stap AB, okruglog popre¢nog presjeka, djeluju momenti u toc¢kama A i C. Koliki su
zakreti @a 1 @c toCaka A 1 C. Koliko treba iznositi moment M u tocki A da bi zakret @c
tocke C bio jednak nuli (pc=0). Zadano je: M=900Nm, Mc=170Nm, a=670mm,
promjer Stapa d=30mm, G=80GPa.

ha(w ﬁ}wk B
\

0.33Y

R

a

A 4C

RjeSenje: pA=0,08225 rad (4,71°), c=0,05382 rad (3,08°), M=M=170 Nm (¢c=0).

Kada na Stap AB, okruglog poprec¢nog presjeka, djeluje samo moment Mc u tocki C
zakret to¢ke A iznosi @a (slika a.). Koliki je zakret tocke C (u stupnjevima i radijanima)
ako se na kraj Stapa (tocka A) doda moment M (slika b.). Zadano je: M=900Nm,
Mc=170Nm, ¢ =0,3°, promjer Stapa d=30mm, G=80GPa.

M
cMe gy
! 2
b
=
a |/ Slikaa.
M
M By
Z Slika b.
- \' 7
<03 7
< a o

RjeSenje: ¢c=0,0225 rad (1,29°).

Stap AB, okruglog popreénog presjeka promjera d, optereéen je momentima uvijanja
M; 1 M; u tockama A 1 C. Odredite udaljenost x izmedu tocaka A 1 C da bi zakret tocke
A bio @a. Koliki je tada zakret tocke C? Zadano je: M;=25Nm, M,=21Nm, @,=0,3°(+),
d=20mm, G=80GPa, a=500mm.

ALY BY Né)

| o]
N{X:?\'

<«

i

P a
RjesSenje: x=218,1 mm, ¢c=0,00524 rad (0,3°).
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Stap AB, okruglog popreénog presjeka, optereéen je momentima uvijanja u to¢kama A i
C. Na kojoj udaljenosti x od tocke B se nalazi to¢ka C ako je poznat zakret @a tocke A.
Koliki je tada zakret tocke C (u stupnjevima i radijanima). Zadano je: M=900Nm,
Mc=300Nm, ¢ =1,1°(u smjeru momenta M), a=0,6m, promjer Stapa d=40mm,

G=80GPa.
M M
(G
~ \‘L x=? g
a7

)l P

Rjesenje: x=513,3 mm, ¢=0,0153 rad (0,878°).

Na Stap AB okruglog poprecnog presjeka, polumjera r, djeluje zakretni moment M u
tocki C. Koliko mora biti polumjer Stapa da se ne bi prekoracilo dopuSteno naprezanje?
Koliki su zakreti toCaka A i C? Zadano je: M=1,25kNm, G=80GPa, a=800mm,
Tpop=75MPa.

M
A \/E ?B
\V .
a3 Y71 |
< . g

Rjesenje: r=21,98 mm, oo=¢=0,023 rad (1,32°).

Na stap AB okruglog poprecnog presjeka, polumjera r, djeluje zakretni moment M u
tocki C. Koliko ¢e uslijed toga nastupiti naprezanje u Stapu i izmedu kojih tocaka se ono
pojavljuje? Koliki su zakreti tocaka A 1 C? Zadano je: M=1,25kNm, G=80GPa,
a=800mm, r=20mm.

M
A [ 5
\
_a/3 \ﬂ
- =
d a »

RjeSenje: 1=99,4 MPa (izmedu to¢aka B i C), po=¢¢=0,03316 rad (1,9°).

U Stapu AB, okruglog poprecnog presjeka polumjera r, optere¢enom zakretnim
momentom u toc¢ki C izmjereno je naprezanje t. Koliko iznosi zakret tocke A? Koliki bi

bio zakret iste tocke ako bi se moment premjestio u tocku A? Zadano je: t=45MPa,
G=80GPa, a=800mm, r=20mm.

M
A /E B
\
a3 \ﬂ
- i
P a

RjeSenje: 2=0,015 rad (0,9°), 2=0,0225 rad (1,3°) (M u tocki A).
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Stap AB, okruglog popreénog presjeka polumjera r, &vrsto je ulezisten u tocki B i
opterecen je momentima u tocki A i C. IzraCunajte promjer Stapa da zakret toCke A ne
bi bio veéi od @A?. Koliki je tada zakret tocke C? Zadano je: M=1500Nm, a=0,6m,
G=80GPa, ps=0,9°.
M M

N B

|

~a/3 \q
< a
Rjesenje: d=2r=55,8 mm, n=0,184, ¢=0,00785 rad (0,450°).

w2

Stap AB, okruglog popre¢nog presjeka polumjera r, &vrsto je uleZisten u tocki B i
opterecen je momentom M u toc¢ki A. Koliki je iznos momenta M da bi bio zadovoljen
uvjet dopuStenog naprezanja. Koliki su tada zakreti toCaka A 1 C? Zadano je:
Tpop=80MPa, a=0,6m, G=80GPa, r=10mm.

M

;a/3

w2

< a »

Rjesenje: M=125,7 Nm, ¢,=0,060 rad (3,44°), 9c=0,045 rad (2,29°).

Osovina je optere¢ena momentom uvijanja u tocki B. Odredite iznos momenta M da
zakret toCke B ne bi bio vec¢i od 0,25°. Koliki je tada zakret tocke C ¢c? Zadano je:
d=10mm, ¢=0,5m, G=80GPa.

AA

3 B
V[T N

0.5 7, ¢ 14 >
Rjesenje: M=0,457 Nm, ¢c=0,0000909 rad (0,0052°).
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5. Savijanje

5.1. RijeSeni primjeri

U nastavku su obradene tri tipi¢ne i najjednostavnije situacije optere¢enja grede (nosaca)
savijanjem. To je optereCenje koncentriranom silom, momentom i kontinuiranim
opterecenjem. Sve grede su istog izgleda i oslonjene su na dva oslonca, pomic¢ni i nepomicni.
Oslonci se nalaze na krajevima grede a ponaSaju se isto onako kako je objasnjeno u prvom
poglavlju ,,Pravilo izolacije.“ Ove tri situacije bit ¢e jedine koje ¢e se pojavljivati u zadacima,
jedino §to se moze promijeniti su zadani brojevi, ali uz prikazani postupak lako je do¢i do
novih rjesenja.

Kao posljedica vanjskih opterecenja u unutarnjim presjecima pojavljuju se unutarnje sile 1
momenti koji uzrokuju naprezanje. Te unutarnje sile i momente moguce je graficki prikazati
kako je to ovdje i1 ucinjeno. Kako se doSlo do toga, zbog kratkog vremena, nije ovdje
objasnjeno. Prikazani dijagrami su dijagram unutarnjih sila (Q dijagram) i dijagram unutarnjih
momenata (M dijagram). Ovaj potonji nam je vaZan za raunanje naprezanja prema opcem
izrazu za naprezanje:

M
oc=—"-z [MPa] (D

gdje je My [Nm] moment savijanja ocitan iz M dijagrama ili izracunat kako je prikazano, a I
moment tromosti [m*]. Obratite pozornost na odabrani koordinatni sustav, kojem os y gleda
okomito iz papira prema vama. To je ujedno indeks u prethodno opisanom momentu My i
momentu tromosti I,. Slovo z oznacava vrijednost koordinate z prma zadanom koordinatnom
sustavu tj. udaljenost tocke presjeka od neutralne osi tj. vrijednosti nula. Moment otpora wy
dobiva se prema izrazu:

w =2 (2

gdje zmax predstavlja maksimalnu vrijednost koordinate z tj. tocku presjeka koja je
najudaljenija od neutralne osi. Za gredu pravokutnog poprecnog presjeka to izgleda ovako.

Moment tromosti i momenta otpora su:

3
[:bh

€)

uz z = —=— = W = (4)

Uvrstavanjem izraza (2) u izraz (1) dobijemo sljede¢i izraz.
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M}’

w,

o= (%)

a uvrStavanjem izraza (4) u izraz (5) za konkretni poprecni presjek prikazan slikom dobije se:

_ 6-M,
b-h*

Ovaj izraz nam omogucuje da izraCunamo najvece naprezanje u odredenom presjeku, a ako u

brojnik uvrstimo iznos maksimalnog momenta kojeg ocitamo iz M dijagrama dobit ¢emo
maksimalno naprezanje u greda. Sa stanovisSta prora¢una to nam je najinteresantnija veli¢ina.

(o2

(6)

Zadatak 1. Greda je optereéena koncentriranom silom F. Koliko iznosi maksimalno
naprezanje u gredi ako je poprecni presjek grede pravokutnik postavljen po visini dimenzije
bxh (Sirina puta visina)? Zadano je: F=1,32kN, a=1,3m, b=80mm, h=120mm.

I

Zadatak pocinjemo oslobadanjem tijela veza kao Sto
iA__ _AE smo prije naucili. Rjesenja su:
<3, SF =0 —F_+F+F, =0
d a |-
. M, =0 —FAZ-a+F-2'T“=0
vC Fr. Iz ove dvije jednadZzbe dobiju se rjesenja:
A 1 X > Fa,~=0,66kN,
FA7 FR7 FBZ:0,3271{N,
FBXZO
0,66 I
FoE: o
-0,67 C) F,
0,289
+ M dijagram
|

Kao rezultat vanjskih opterecenja, ovdje su to aktivna sila F i sile reakcija Fa,, Fg, 1 Fpx (=0),
u gredi su se pojavile unutarnje sile i momenti koji su prikazani odgovaraju¢éim Q i M
dijagramima koje ne¢emo uciti crtati. Zadaci koji ¢e se zadavati kod provjere znanja imat ¢e
kvalitativno iste dijagrame, a mijenjat ¢e se samo brojevi, pa je na temelju prikazanog
postupka moguée do¢i do novih vrijednosti dijagrama.

Za racunanje maksimalnog naprezanja potrebna nam je maksimalna vrijednost momenta koju
o¢itamo iz M-dijagrama. ta se vrijednost uvijek pojavljuje u tocki gdje djeluje koncentrirana
sila (F).

Kako smo izracunali tu vrijednost?

Tako $to smo izracunali vrijednost momenta u to¢ki C kao umnozak jedne ili druge reakcije i
njihovih udaljenosti od tocke C. vrijednost mora biti ista. To izgleda ovako:

2-a

M, _ =F %:FCZ = =0,28kNm

ymax Az
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Prema tome u tocki C nastupa maksimalno naprezanje i koristeéi izraz (6) lako se izra¢una
1Znos:
o M, _ 0,289-10°
e w, 80-120°
6
Za iznos momenta My uzima se po apsolutnoj vrijednosti najvecu vrijednost iz M dijagrama.
To ovdje nije problem jer je cijeli dijagram pozitivan.
Vrijednost naprezanja vrlo je mala $to znaci da je poprecni presjek grede puno prevelik tj.
poprecni presjek je loSe iskoriSten. Greda bi mogla biti manjih dimenzija.
Napomenimo da KkoriStenjem opéeg izraza za naprezanje moZemo izracunati naprezanje
u bilo kojoj tocki presjeka!
Ponovimo da nam je u praksi uvijek najinteresantnije mjesto gdje naprezanje postize svoj
maksimum.

=1,51MPa

Zadatak 2. Greda je opterecena momentom savijanja M. Koliko iznosi maksimalno
naprezanje u gredi ako je poprecni presjek grede standardni profil I-14 okrenut prema slici?
Zadano je: M=1,2kNm, a=1,3m. Moment otpora profila I-14 oditajte iz priloZene tablice
profila.

M
‘\ I-14 Zadatak pocinjemo oslobadanjem tijela veza kao $to
] @ I smo prije naucili. RjeSenja su:
N L/ . +3£— JF =0 ~F_.+F,.=0
« 2 IM,=0  —F_-a+M=0
Iz ove dvije jednadzbe dobiju se rjesenja:
rs Fa=Fc~0,92kN,
B FCXZO
’ C
AL \ / ‘Fﬁ(‘x
FA7 FCZ
v
Y
1,38
FAZ + FBZ
Y Q dijagram
08
(M M dijagram
0,4

Maksimalni moment Myma, ¢emo izracunati tako da izraCunamo momente reaktivnih sila oko
tocke u kojoj djeluje moment M te ih usporedimo. Zbog jednostavnosti ¢emo izracuanti
apsolutne vrijednosti momenata savijanja::

2 2 .
M| = F.-=-a=0,92kN-=-1,3m = 0,8kNm i

3 3

M, |=F. 2 4= 0,92kN - 21,3m = 0, 4kNm
3 3
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Vidimo da je:
M| > M,
pa mozemo zakljuciti da je maksimalni iznos momenta:
M,,|=M,,, =0,8kNm
U tablici u nastavku nadimo redak I-14, sve podatke o tom profilu mozemo ocitati u tom
retku. Pripazite na koordinatne osi jer se ne podudaraju s nasim koordinatnim sustavom. O
kojim osima se radi vidjet ¢ete usporedbom slika kako je profil postavljen. U konkretnom
slu¢aju vrijednost je wy=81,9- 10°’mm’. Primijetite da os x u tablici odgovara nasoj osi y!
Naposljetku iznos naprezanja je:
M. 08:10°
o = =
e w, 81,9-10°

=9,76 MPa

Zadatak 3. Greda je optere¢ena kontinuiranim optere¢enjem q. Koliko iznosi maksimalno
naprezanje u gredi ako je poprecni presjek grede standardni profil I-10 polozen po visini ( v.
sliku)? Zadano je: q=1,2kN/m, a=1,3m. Moment otpora profila I-10 ocitajte iz priloZene

tablice

profila.

\ 4

I VVVYVY

‘N-

Q dijagram

FBZ
-0,78

Wﬂmm M dijagram

Zadatak pocinjemo oslobadanjem tijela, ovdje malo
detaljnije jer se od sada nismo susreli s pojmom
kontinuiranog optere¢enja q. Ta veli¢ina ima jedinicu kN/m
pa kada nam je poznato na kojoj duljini (metara) djeluje
njen iznos ima jedinicu (k)N kao i sila. Pema svom
djelovanju u unutarnjim presjecima razlikuje od sile.
Oslobodimo gredu veza i postavimo uvjete ravnoteze. Prije
toga uocavamo odmah da je Fcx=0

2F =0 -F, —F, +q-a=0

Uoc¢imo novost, a to je djelovanje kontinuiranog optere¢enja
q (kN/m) na duljini a (m) $to daje ekvivalentnu silu u N.
Ovdje se to moze poistovjetiti s djelovanjem koncentrirane
sile F.

2M, =0 FBZ-a—q-a-%-a:O

Za moment $to ga ¢ini sila F¢, oko tocke A ne treba
objasnjenja, pa pogledajmo kao djeluje kontinuirano
opterecenje q. Ono djeluje na duljini a §to daje iznos u (k)N 1
to je isti ¢lan kaou 2'F, =0 tj. g-a. Tu ekvivalentnu silu

treba pomnoziti krakom koji ¢emo izracunati kao udaljenost
teziSta pravokutnika koji prikazuje kontinuirano opterecenje
q od tocke oko koje raunamo momenta, ovdje je to tocka A.

To je ¢lan l-a.
2

Iz uvjeta ravnoteze iznosi reakcija su:
FAZ:FBZ:O,781(N
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Karakteristicno za ovu vrstu opterecenja je funkcijska ovisnost unutarnjeg momenta My o X u
obliku polinoma drugog stupnja.
Uoc¢imo da se izmedu to¢aka A i B pojavila parabola (polinom) 2. stupnja kako je re¢eno i da
je izmedu te dvije tocke postigla i svoj maksimum i to to¢no na sredini grede (a/2).

Vrijednost maksimuma parabole tj. maksimalnog iznosa momenta izmedu tocaka A i B
dobivamo kako slijedi:

M @ g 2.220,312kNm
2 4

ymax :FAZ E

Izra¢unajmo sada naprezanje za profil I-10 koji je sada polozen po visini kako je prikazano

slikom.

o - M, _ 0,312-10°
e w, 4,88-10°

Maksimalni moment opet smo ocitali iz M dijagrama, a vrijednost momenta otpora I-10

profila je ona za os y iz tablice jer je taj profil sada polozen po visini ili moZemo reci i

polegnut.

=63,9MPa

Tablica standardnih I profila (prema DIN 1025-1:1995-05)

Oznaka Dimenzije, mm Presjek | Dulj. StatiCke veliCine
I h b d t |S,mm’ | masa, L | I wy | wy
kg/m |10°'mm’(=cm*)|10°’mm’(=cm’)
8 80 | 42 | 39 | 59 758 5,95 77,8 | 6,3 | 19,5 | 3,00
10 100 | 50 | 45 | 6,8 1060 8,32 171 | 12,2 | 34,2 | 4,88
12 120 | 58 | 5,1 | 7,7 1420 11,2 328 | 21,5 | 54,7 | 741
14 140 | 66 | 5,7 | 8,6 1830 14,4 573 | 352 | 81,9 | 10,7
16 160 | 74 | 6,3 | 9,5 2280 17,9 935 | 54,7 | 117 | 14,8
18 180 | 82 | 6,9 | 104 | 2790 21,9 1450 | 81,3 | 161 | 19,8
20 200 | 90 | 7,5 | 11,3 | 3350 26,3 | 2140 | 117 | 214 | 26,0
(22) | 220 | 98 | &1 | 122 | 3960 31,1 3060 | 162 | 278 | 33,1
24 240 | 106 | 8,7 | 13,1 | 4610 38,2 | 4250 | 221 | 354 | 41,7
26 260 | 113 | 94 | 14,1 | 5340 419 | 5740 | 288 | 442 | 51,0
(28) | 280 | 119 | 10,1 | 152 | 6110 48,0 | 7590 | 364 | 543 | 61,2
30 300 | 125 1 10,8 | 16,2 | 6910 54,2 | 9800 | 451 | 653 | 72,2
(32) | 320 | 131 | 11,5 17,3 | 7780 61,1 | 12510 | 555 | 782 | 84,7
34 340 | 137 | 12,2 | 183 | 8680 68,1 | 15700 | 674 | 923 | 98,4
(36) | 360 | 143 | 13,0 | 19,5 | 9710 76,2 119610 | 818 | 1090 | 1144
(38) | 380 | 149 | 13,7 | 20,5 | 10700 84,0 |24010| 975 | 1250 | 130,9
40 400 | 155 | 14,4 | 21,6 | 11800 92,6 29210 | 1160 | 1460 | 149,7
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5.2. Primjeri za samostalno rjeSavanje

1.  Na gredu djeluyje sila F u tocki C. Greda je pravokutnog poprecnog presjeka (bxh)
okrenutog po visini (slika 1.) i u njoj je izmjereno maksimalno naprezanje Gmax. Koliko
iznosi sila F kojom je greda opterecena? Koliko bi maksimalno naprezanje nastupilo u
gredi kad bi se polozila pljostimice (na stranicu duljine h)? Zadano je: b=30mm,

h=45mm, cmaX=65MP§1, a=0,9m.

F

y C ;
B R =
_Z__a/3‘ 5 A

>

A A
A 4 ||
|
<

Rjesenje: F=3290,6 N; 0',ax=97,5 MPa.

2. Na gredu djeluje sila F u tocki C. Greda je pravokutnog poprecnog presjeka (bxh)
okrenutog po visini (vidjeti sliku) i u njoj je izmjereno maksimalno naprezanje Gax.
Koliko iznosi $irina brida b pravokutnika? Zadano je: x=250mm, F=1800N, h=35mm,

Omax=29 MPa, a=0,9 m.

F
vC

NESE

=== v

\ 4

A l\
AL

RjeSenje: 54,89 mm
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